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PROLOGO

El propésito general del libro es presentar al alumno un panorama de la Mecéanica Clasica,
haciendo especial énfasis en los principios fundamentales de la conservacion de la masa, del
momento lineal y de la energia. Este texto ha sido elaborado como consecuencia de la
experiencia que se tiene en la imparticion del curso de la materia de Fisica | (Mecanica),
contenida en el plan de estudios del Dpto. de Preparatoria Agricola de la Universidad
Auténoma Chapingo.

Se hatenido la idea de elaborar unos apuntes que expliquen lo mas claro posible los conceptos
que se tratan en cada uno de los capitulos que se incluyen en el texto. Para ello se hacen uso
de gréficas que hagan posible que el alumno visualice los conceptos que se tratan. De igual
forma se presenta una amplia gama de problemas resueltos para que el alumno pueda
comprender de la forma facil cada uno de los temas que aborda la obra.
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1 VECTORES

1.1 Introduccion

Muchas cantidades fisicas como la masa, el volumen y el tiempo, pueden especificarse completamente
por medio de su magnitud. Son cantidades que no necesitan una direccion. Se trata de cantidades
escalares. Estas cantidades satisfacen los axiomas de los nUmeros reales. Por ejemplo, si afiadimos 3
kg de arena a 1 kg de cemento, la mezcla resultante tendra una masa de 4 kg. Si sacamos 5 litros de
agua de un cubo que inicialmente tenia 8 litros, el volumen resultante serd de 3 litros. Si durante un
viaje que debe durar una hora, nos retrasamos 15 minutos, la travesia durard 1¥4 horas. En ninguno de
estos casos interviene la direccion. Vemos que no tiene sentido hablar de 10 kg hacia el norte, 5 litros
hacia el este o 15 minutos hacia el sur. Las cantidades que sélo tienen magnitud, pero no direccién, se
llaman cantidades escalares.

Para describir completamente algunas cantidades se requiere tanto una magnitud como una direccion.
A estas cantidades se les denomina cantidades o magnitudes vectoriales. La palabra vector significa
en latin transportador, que sugiere la idea de desplazamiento. Por ejemplo, la velocidad y la fuerza
tienen direccién y magnitud y de alguna forma estan relacionadas con desplazamientos. Otras
cantidades fisicas que son vectores: la aceleracion, el campo eléctrico y el campo magnético. Muchas
leyes de la fisica pueden expresarse en forma compacta usando vectores; con esta notacion, se puede
simplificar muchos de los calculos que conducen a dichas leyes.

1.2 Vectores en un plano

Un vector en el plano cartesiano puede ser representado por un par de nimeros o coordenadas
encerrados por un paréntesis y separados por una coma. La primera coordenada representa el
desplazamiento en la direccidén horizontal y la segunda representa un desplazamiento en la direccion
vertical. Si el desplazamiento horizontal es positivo, se dice que el desplazamiento es hacia la derecha
y si el desplazamiento es negativo, se dirigirA hacia la izquierda. Equivalentemente, si el
desplazamiento en la direccion vertical es positivo se dice que va hacia arriba y negativo en caso

N

contrario. De esta forma el vector A = (3, 4) representa el desplazamiento de un objeto 3 unidades a

la derecha y 4 unidades hacia arriba. Una flecha asociada con el vector A = (3, 4) que tiene su punto
inicial en el origen se llama representacion ordinaria. Observe la figura 1.1.
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Figura 1.1
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Como cualquier vector A = (x, y) se puede visualizar como la representacion de una traslacion de x
unidades en direcciéon horizontal seguida de una traslacion de y unidades en direccién vertical o
viceversa, sugiere que al vector se le considere como la suma de dos vectores (x, 0) y (0, y). En

5
general, una traslacion representada por el vector V; = (x4, y;) seguida de otra traslacion representada
- - -

por el vector V, = (x,, y,), produce como resultado una traslacion total dada por V; +V, = (x4, y1) +
(x5, v2) = (x1 + x5, y1 + y,). Esto nos permite definir la adicion de dos vectores de la siguiente manera:
Definicion 1.1



SiVy =y, y1)Y Vo, = (x,, y,) son dos vectores, entonces:

Vi+ Vo= (xq, y1) + (x2, y2) = (1 + %2, 51 +¥2)
EJempIo 11

Si V1 =2, 7y V2 = (3, 4) son dos vectores, entonces:
V1+V2—(2 N+ (@3B, 4)=2+37+4) =5, 11)
Siv; =, —1)yV, = (-3, 4) son dos vectores, entonces:
V4V, =@, =1)+ (=3, 49)=(5-3-1+4) = (2, 3).
Esta suma se puede generallzar para mas de dos vectores.
Si V1 = (1, 4), V2 = (-2, 6), V3 =(7, -5y V4 = (9, 8) son cuatro vectores, entonces:
Vi+ Vo +Va4+V, =1, )+ (=2, 6)+(7, =5)+(9, 8)=(1-2+7+9, 4+6—-5+8) = (16, 13).
Definicion 1.2
Llamamos al vector cero a aquel vector cuyos elementos son cero, es decir: 0 = (0, 0).
Definicion 1.3

SiV = (x, y) es un vector, entonces -V = —(x, y) = (—x, —y) es otro vector. Ambos vectores tienen
la misma longitud, pero su direccién es contraria. Observe la figura 1.2.
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Figura 1.2

Ejemplo 1.2
Si 17 = (2, 7), entonces —I; =—(2,7)=(-2, =7).
SiV = (=2, 7), entonces —V = —(=2, 7) = (=(=2), =7) = (2, 7).
SiV = (=2, —7), entonces —V = —(=2, =7) = (—(=2), —=(=7)) = (2, 7).

SiV = (2, =7), entonces -V = —(2, =7) = (=2, =(-7)) = (=2, 7).
La anterior definicion nos conduce a la siguiente definicion.

Definicion 1.4
SiV; = (xq, y1) YV, = (x2, y,) son dos vectores, entonces:

Vi=Vo =V + (=V2) = (e, 1) — (x2,¥2) = (e, y1) + (—x2, —y2) = (01 — x2,¥1 — ¥2)
La cual corresponde a la resta de dos vectores. La resta se define como la suma del inverso aditivo de
un vector.
EJempIo 13

Si: V1 =(2,7) y V2 = (3 4) son dos vectores, entonces:
V Vz—(Z N—@0B 4=, N+(=3, -4 =2-37—-4)= (-1, 3)



-

Si:V,=02, 7))y 172 = (—3, 4) son dos vectores, entonces:

Vl 2—(2 7N—(-3,4)=2, 7)+3B, -4)=2+3,7-4)=(5, 3)
Si: V1 =(2,7) y V2 = ( 3, —4) son dos vectores, entonces:

V Vz =2, 7N-(3, -4)=02, N+@3B, 4)=02+3,7+4)=(, 11)
Si: IZ =(2,7) y)l;; = (3, —4) son dos vectores, entonces:

En base a estas definiciones presentamos las siguientes propiedades de la suma de vectores:
Propledad Conmutatlva

Si V1 = (xl, v1)Y V2 = (x,, y,) son dos vectores, entonces:
V1 + Vz = (1, y10) + (x2,¥2) = (01 +x2,¥1 +¥2) = (2 + X, ¥, +y1) = (XZ)’ y2) + (x,y1) = Vo + V1_)
Esta propiedad nos indica que se obtiene la misma resultante si al vector V; le sumamos el vector V,0

al vector 1, le sumamos el vector V;.
EJempIo 1.4

Si V1 = (2, 7) y V2 = (3, 4) son dos vectores, entonces:
V1+V2—(2 7N+@3B, 4)=2+37+4)=3B+24+7)=(3,4)+ (2, 7)_V2+V1
Si Vl—(Z 7)yV2—( 3, 4) son dos vectores, entonces:
V1+V2—(2 N+(-3,4)=02-37+4)=(-3+244+7) =(-34)+ (2, 7)—V2+V1
Si Vl—(Z 7)yV2—( 3, —4) son dos vectores, entonces:
V1+V2—(2 N+(-3, —4)=2-37-4)=(-3+2,—-4+7)=(=3,-4)+ (2, 7)—V2+V1
Si V1 = (2 7) y V2 = (3, —4) son dos vectores, entonces:

V1+V2—(2 N+@B, —4)=02+37-4)=3B+2,-4+7)=3,-4+(2 7)_V2+V1
Propledad de Cerradura

Si V1 =(x, Y)Y V2 = (x,, y,) son dos vectores, entonces: V1 + V2 también es un vector. Es decir, el
vector resultante también tiene dos coordenadas.
Ejemplo 1.5

Siv, =02, 7))y I;; = (3, 4) son dos vectores, entonces:
I;; + I;; =2, 7+@3,4)=02+3, 7+ 4) = (5, 11), también es un vector.
Si 171 = (2, 7) y I;; = (-3, 4) son dos vectores, entonces:
V1+V2 =2, 7)+(-3,4)=2-3, 7+ 4) = (-1, 11), también es un vector.
Si V1 =(2,7) y V2 = (-3, —4) son dos vectores, entonces:
V1+V2 =2, 7)+ (-3, -4)=(2—-3,7—4) = (-1, 3), también es un vector.
Si V1 =(2,7) y V2 = (3 —4) son dos vectores, entonces:

V1 + V2 =2, 7N+@3, —4)=02+3,7—4) = (5, 3), también es un vector.
Propledad Asomaﬂva

Si V1 = (x1, Y1), V2 =(xy, Vo)V V3 = (x3, y3) son tres vectores entonces:
<V1 + VZ) +V; = V1 + (Vz + V3)

Esta propiedad nos dice que al sumar tres vectores, primero sumamaos dos de ellos y al resultado se le
suma el vector restante.
EJempIo 1.6

Si V1 =(2, 7), V2 =(3, -4)y V3 = (5, —2) son tres vectores, entonces:

5



VA Vy+Vs=(2 D+ B, —4) +(5, —2) = (2+3, 7—4) + (5, =2) = (5, 3) + (5, —2)
=2, 7)+@B+5 —-4-2)=2, 7)+ (@8, —-6)=(10, 1)

Si V1 = (2 =7, V2 =G, 4y V3 = (5, —2) son tres vectores, entonces:

Vo4Vt Vo= (2 1)+ B )+, —=2)= (243, —7+4) + (5, —2) = (5, —3) + (5, —2)
=2, -7+ @B+5 4-2)=(2, =7)+ (8, 2) = (10, =5)

Siv, =2, =7),V,=(3, 4) yV; =(5 2)son tres vectores, entonces:

Vi4Va+Va=@2 -D+G, )+G, 2)=2+3, —-7+4)+G, 2)=(5, =3)+ (5, 2)
=2, -7+ B+5 4+2)=(2, —-7)+ (8, 6)= (10, —1)

Si 171 = (2, 7), I;; =3, 4y 173 = (5, 2) son tres vectores, entonces:
Vit Vot Va=(2 N+B D+, 2)=2+3, 7+4) + 5, 2) =, 11) + (5, 2)
=2, 7)+B+5, 44+2)=(, 7)+ (8, 6) = (10, 13)
Propiedad Neutro Aditivo:
Si I7 = (x, y) es un vector, entonces:
V+0=0+V=V
Todo vector sumado al vector neutro aditivo es igual al mismo vector.
Ejemplo 1.7
Si 171 = (2, 7) es un vector, entonces:
Vi+0=(2 7)+(0, 0)=(2+07+0)=(0+20+7) =2, 7).
Si: I;; = (-2, 7) es un vector, entonces:
Vi+0=(=27)+(0, 0)=(=2+0,7+0) = (0—20+7) = (=2, 7).
Si 171 = (=2, —7) es un vector, entonces:
Vi+0=(=2 -7)+ (0, 0) = (=2+0,~7+0) = (0—2,0—7) = (=2, —7)
Si 171 =(2, =7) e;s un_)vector, entonces:

Vi+0=(2, -7)+(0,00=2+0,-7+0)=(0+20-7)=(2, =7).
Propiedad Inverso Aditivo:

V(=0
A todo vector sumado su inverso aditivo es igual al neutro aditivo.
Ejemplo 1.8
Si V1 = (2, 7)esun vector entonces
V1+( Vl)—(Z N+(—2, =-7)=2-2,7-7)=(0, 0).

Si V1 (=2, 7) esun vector entonces

V1+( Vl)—( 2, N+@2, -7)=(=2+27-7)=(0, 0).
Si V1 = (-2, =7)es un vector entonces:

V1+( Vl)—( 2, =D+ @, 7)=(=2+2,-7+7) = (0, 0).
Si V1 = (2, =7) esun vector entonces

V1+( Vl) =2, -N+(=2 7=2-2-7+7)=(0, 0).



Note que las propiedades de adicidn de los vectores son idénticas a las propiedades de adicion de los
nameros reales.
Multiplicacién de un escalar por un vector

Supongamos que se tlene el vector V = (x y) y efectuamos la suma dada por:

V+V+V—(x V+0y)+xy)=C+x+x,y+y+y) = (3x, 3y)
Por otra parte:
V+V+V =3V
Dos cosas iguales a un tercero son iguales entre si. Por lo tanto:

3V = (3x, 3y)
Al sumar tres veces el mismo vector, el resultado es equivalente a multiplicar por tres ese vector. En
consecuencia, se establece la siguiente definicion:

-
SiV = (x, y) es un vector y si r es un escalar, entonces se define la multiplicaciéon de un vector por un
escalar como:

N
rV=r(x, y) = (rx, ry)

El vector resultante de la multiplicacion de un escalar tiene la misma direccion pero su sentido
dependera del valor que tenga el escalar. Si el escalar es positivo, ambos vectores tendran el mismo
sentido. Si el escalar es negativo, el sentido de ambos vectores seran diferentes y si el escalar es igual
a cero, el vector resultante es igual a cero.

Ejemplo 1.9

-

Si V = (3,5) es un vector, entonces:
4V =43 5 =(4=*3 4%5) = (12, 20)

Si l7 = (—3,5) es un vector, entonces:

4V =4 (=3 5 =(4*(=3), 4%5) = (=12, 20)
Si l7 = (—3,—5) es un vector, entonces:

4V =4 (=3, =5) = (4% (=3), 4% (=5)) = (—12, —20)

Si 17 = (3,—5) es un vector, entonces:

4V =43, —5) = (453, 45 (=5)) = (12, —20)
1.3 Propiedades de la multiplicaciéon de un vector por un escalar
Propledad de Cerradura:

Si V = (x,y) es un vector y r es un escalar, entonces rV €s un vector.
Propledad Asociativa:

Si V = (x,y) es un vector, r y ses un escalar, entonces rsV €s un vector.
Ejemplo 1.10

Si: V = (3,5) es un vector, entonces:
@8 V=2%(4% (3, 5)=2%(4x3 4%5) =2 (12, 20) = (24, 40)
Si: 17 = (—2,5) es un vector, entonces:
(2 % 4) 17:2*(4* (=2, 5)) =2% (4% (=2), 4%5) =2 (-8, 20) = (—16, 40)
Si: I_/) = (4,-5) es un vector, entonces:
((-2)+4) V= (=2) % (4% (4, =5))=(-2)* (44, 4x(=5)) = (=2) * (16, —20) = (—32, 40)
Si: I_/) = (—3,-3) es un vector, entonces:
(2 *4) V=2« (4% (=3, =3))=2x(4x(=3), 4% (-3)) =2 (-12, —12) = (—24, —24)



Todo vector no se altera al multiplicarlo por la unidad.
1v=v
Ejemplo 1.11
Si l_/> = (3,5) es un vector, entonces:
1V=1(@ 5= (%3 15 =(3, 5)
Si: I_/) = (—3,5) es un vector, entonces:
1V=1(=3 5 =(1*(=3), 1+5) = (=3, 5)
Si I7 = (—3,-5) es un vector, entonces:
1V =1 (=3, =5) = (1% (=3), 1% (=5)) = (=3, —5)
Si I7 = (3,—5) es un vector, entonces:

1V=1(@3, -5 =(1%3, 1%(-5))=(@3, —5)
Si el producto de un escalar por un vector es igual al vector cero, el vector o el escalar deben ser igual
a cero.

rV=0=(0, 0)
Ejemplo 1.12

Si: V = (3,5) es un vector, entonces:
0V=0(3, 5 =(0x%3 0%5) = (0, 0)
Si I7 = (—3,5) es un vector, entonces:
0V =0(=3, 5 =(0x(=3), 0+5) = (0, 0)
Si I7 = (—3,—5) es un vector, entonces:
0V =0 (=3, =5) = (0% (=3), 0% (=5)) = (0, 0)
Si I7 = (3,—5) es un vector, entonces:

0V=0 (3, =5)=(0+%3, 0% (=5)) = (0, 0)
Propiedad del Inverso Aditivo:

-1V=-V
Al multiplicar un vector por el escalar -1 el resultado es el inverso aditivo del vector original.
Ejemplo 1.13

Si V = (3,5) es un vector, entonces:
~1V=-1(3 5 =((-1)*3, (~1) *5) = (-3, =5)
Si I7 = (—3,5) es un vector, entonces:
1V =-1(=3,5) = ((-1)*(=3), (=1)*5) = (3, =5)
Si I7 = (—3,—5) es un vector, entonces:
—1V=(-1) (-3, =5) = (D *(=3), (-1 *(=5)) = (3, 5)
Si I_/> = (3,—5) es un vector, entonces:

DV=(C-1)@GB -5=(-D*3, (-1)*(=5)) = (=3, 5)
Propiedad Distributiva con Respecto a la Suma de Vectores.
T (V1+V2) =T V1+TV2
El producto de un escalar por la suma de dos vectores es igual a la suma de los productos del escalar
por los vectores.

Ejemplo 1.14



Si V1 =27y V2 = (-3, —4) son dos vectores, entonces:
5(V1+V2)—5V1+5V2—5*(2 7)+5% (=3, —4) = (5%2, 5 7) + (5% (=3), 5% (—4))
= (10, 35) + (=15, —20) = (=5, 15)
Si V1 =27y V2 (3, 4) son dos vectores, entonces:
5(V1+V2)—5V1+5V2—5*(2 7)+5%(3, 4)=(5%2, 5+7) + (53, 54) = (10, 35) + (15, 20)
= (25, 55)
Si V1 =(-2,-7)y V2 = (3, 4) son dos vectores, entonces:
5(V1+V2)—5V1+5V2—5*( 2, =7)+5%(3, 4) = (5%(=2), 5+ (=7)) + (5 %3, 5x4)
= (=10, —35) + (15, 20) = (5, —15)
Si 171 =(-2,-7)y I;; = (-3, —4) son dos vectores, entonces:
5(Vi+V;) =5V, +5V, =5 (=2, =7) + 5% (=3, —4) = (5 (2, 55 (=) + (5 (=3), 5+ (~4))
= (-10, —35) + (—=15, —20) = (-25, —55)

1.4 Propiedad Distributiva con respecto a la Suma de escalares

(r+s)V=rV+sV
El producto de la suma de dos escalares por un vector es igual a la suma de los productos de los
escalares por el vector.
Ejemplo 1.15

Si: V = (3,5) es un vector, entonces:
2+4)V=2%(3,5+4%(3,5 =(2%3,2%5)+(4%3, 4%5) = (6, 10) + (12, 20)
=(6+12, 10+ 20) = (18, 30)
SiV = (-3, 2) es un vector, entonces:
R+4)V=2x@3, —2)+4+3, —2)=(2%3, 2x(=2))+(4*3, 4x(-2) =) = (6, —4) + (12, —-8)
=(6+12, —4—8) = (18, —12)
SiV = (—3,—2) es un vector, entonces:
Q+4)V=2%(=3 -2)+4x(=3, =2)=(2x(=3), 2% (=2)) + (4*(=3), 4x(-2) =)
= (-6, —4)+ (—12, -8) = (=6 — 12, —4—8) = (—18, —12)
Si V = (3,—2) es un vector, entonces:
(-24+4)V=(-2)x@3, =2)+4x(3, -2) = ((—2) ¥3, (=2) % (=2))+ (4 %3, 4% (-2) =)
=(=6, 4)+ (12, -8) = (=6 + 12, 4—8) = (6, —4)

1.5 Magnitud de un vector

V=yx?+y?
La magnitud de cualquier vector no es negativa, por lo tanto siempre se debe tomar el signo positivo
de la raiz cuadrada.
Para cada vector existe una Unica magnitud. No existen dos magnitudes diferentes de un mismo vector.
Ejemplo 1.16

SiV = (3, 4) es un vector, entonces su magnitud esta dada por:
V=yx2+y2=/3)2+4)2=V9+16=V25=5
Si V = (-3, 4) es un vector, entonces su magnitud esta dada por:

V=yx2+y2=/(-3)24+(4)2=V9+16=V25=5

SiV = (=3, —4) es un vector, entonces su magnitud est4 dada por:




V=yx2+y2=/(-3)2+(-4)2=V9+16=V25=5

SiV = (3, —4) es un vector, entonces su magnitud esta dada por:
V=yx2+y2=/(3)2+(-4)2=V9+16=+25=5

Observe que todos estos vectores tienen la misma magnitud, independientemente de su direccion.

Si V = (3.5355, 3.5355) es un vector, entonces su magnitud esté dada por:
V=1x%+y%=/(3.5355)% + (3.5355)2 = V125 + 125 =V25 =5

Estos resultados nos indican que existe una infinidad de vectores con la misma magnitud.

No es lo mismo que un vector tenga muchas magnitudes a que varios vectores tengan la misma

magnitud. El pnmer caso no puede ser p03|ble

S|V—Oentonces V—O—(O 0)ysi V—O—(O,(— O)entoncesV—O

Si V = (x,y) es un vector y V # 0, la direccion del vector V es el angulo 6 para el cual:
sen § = —2—o0cos 0 = —

VaZ+y? Vxzty?
El &ngulo 6 es el angulo formado por el eje horizontal positivo y el vector. El &ngulo es positivo si se
mide en sentido contrario al movimiento de las manecillas del reloj y negativo se mide en sentido
contrario.
1.5 Direccion de un vector
Si el vector se dibuja en un plano cartesiano, la direccion y sentido de ese vector estan determinados
completamente por el angulo que forma la parte positiva del eje de las abscisas y el vector.
En términos de la tangente se tiene que la direccién 6 del vector se puede calcular de la siguiente
manera:

tan Gzz

X
Se puede visualizar la direccion de un vector haciendo un diagrama de un vector que se encuentre
trazado en un plano cartesiano. Observe la figura 1.3.

; U — [z 2 i ié — Y59 = -1(Y
La magnitud del vector V es V = /x? + y? y su direccién tan 6 = -0 6 = tan (x)

Podemos establecer que un vector lo podemos caracterizar por dos formas.

1.- Por un par de coordenadas (x,y) llamadas coordenadas cartesianas: la primera coordenada lleva
el nombre de abscisa y representa el desplazamiento horizontal, y la segunda se conoce como
ordenada y representa el desplazamiento vertical.

A

V= +y

i v

Figura 1.3

2.- Por un par de coordenadas (r,6) llamadas coordenadas polares. La primera coordenada es la
magnitud del vector y la segunda representa su direccion.
Como ambos sistemas de coordenadas describen completamente a un vector, estos sistemas son
equivalentes. En consecuencia, a partir de un sistema de coordenadas podemaos obtener el otro sistema
y viceversa.
Supongamos que se tiene un vector representado por medio de coordenadas polares y queremos
representarlo por medio de coordenadas cartesianas, las férmulas de transformacién son:

x=V cos8y y=1V senf
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Equivalentemente, si se tiene representado un vector por medio de coordenadas cartesianas y
gueremos expresarlo por medio de coordenadas polares, las formulas de transformacién serian:

V:\/Wy2 y 0 =tan_1(%)
con: x # 0.

El angulo formado por el vector y el eje horizontal positivo puede tomar valores entre 0° < 6 < 360°,
dependiendo del cuadrante donde se encuentre el vector. Para un vector en el segundo cuadrante, el
angulo 6 es mayor a 90° y menor o igual a 180°. Para un vector en el tercer cuadrante, el &ngulo 6 es
mayor a 180° y menor o igual a 270° y para un vector en el cuarto cuadrante, el angulo 8 es mayor a
270° y menor o igual a 360°. En consecuencia, las formulas de transformacion se deben modificar para
gue se obtengan las direcciones de los vectores de acuerdo al cuadrante donde se encuentren. Para

vectores en el segundo cuadrante el angulo dado por la ecuacion 8 = tan™?! (%) es el que forma el

vector con el eje horizontal negativo, el cual no corresponde con la direccion real del vector. Observe
la figura 1.4. En consecuencia, es necesario sumarle 180° a este valor para obtener su direccion, es
decir:

6 = tan~! (%) + 1800

»

A

v

Il v

Figura 1.4
Para vectores en el tercer cuadrante el angulo dado por la ecuaciéon 8 = tan™?! (%) es el que forma el

vector con el eje horizontal negativo, el cual no corresponde con la direccién real del vector. En
consecuencia, es necesario sumarle 180° a este valor para obtener su direccién, es decir:

0 = tan~1 (%) + 1800

v

X
1<
g
y

V=4
Il v

Figura 1.5

11



Para vectores en el cuarto cuadrante el angulo dado por la ecuacion 8 = tan™?! G) es el que forma el

vector con el eje horizontal positivo, el cual no corresponde con la direccion real del vector. En
consecuencia, es necesario sumarle 360° a este valor para obtener su direccién, es decir:

6 = tan™" (%) + 360°

v

X
>
U

y

i =y v

Figura 1.6

N
Si suponemos que un vector V se encuentra representado por coordenadas polares. Las formulas de
transformacion para convertirlas a coordenadas cartesianas estan dadas por:

x=V cos8yy=V sen
El angulo formado por el vector y el eje horizontal positivo puede tener valores entre 0° y 360°
dependiendo del cuadrante donde se encuentre. Para un vector en el primer cuadrante el &ngulo 6 se
encuentra entre 0° y 90°. Para un vector en el segundo cuadrante el angulo 8 se encontrara entre 90°
y 180°; para el tercer cuadrante, 8 se encuentra entre 180° y 270°, y para el cuarto cuadrante, 6 se
encontrara entre 270° y 360°.
Para un vector en el primer cuadrante la abscisa y la ordenada son positivas. Para un vector en el
segundo cuadrante, la abscisa es negativa y la ordenada es positiva. Para el cuarto tercer cuadrante
ambas coordenadas son negativas y, finalmente, para un vector en el cuarto cuadrante, la abscisa sera
positiva y la ordenada negativa. Observe la figura 1.7.
Al aplicar las formulas de transformacion de coordenadas polares a cartesianas, los signos de cada
componente se obtendran directamente. La siguiente tabla muestra los signos de cada componente
dependiendo del valor del angulo o de la direccién del vector.

v

(_l_) (+1_)
If \%
Figura 1.7

| Angulo [Cuadrante | x|  y |
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0<6<90° Primer. Positivo. | Positivo.
90° < 9 <180° | Segundo. | Negativo. | Positivo.
180° < 9 < 270° | Tercer. Negativo. | Negativo.
270° < 6 < 360° | Cuarto. Positivo. | Negativo.

1.6 Suma de vectores: método analitico
En esta seccion sumaremos vectores que se encuentran expresados en coordenadas polares. A
menudo se presentan vectores expresados en coordenadas polares y tenemos necesidad de obtener
la resultante de esos vectores al estar aplicados a un punto. Daremos a continuacién un método para
sumar vectores expresados en forma polar.
El método consiste en tres pasos:
1.- Cuando tenemos un conjunto de vectores, expresados en forma polar, es hecesario expresarlos en
forma cartesiana para poderlos sumar. Las ecuaciones de transformacion son las siguientes:
x=Vcos@yy=1V send
2.- Este paso consiste en sumar los vectores expresados en coordenadas cartesianas, sumando
abscisas con abscisas y ordenadas con ordenadas. Las férmulas para realizar estas operaciones se
expresan a continuacion:
Xe = Xi=1 % Y Ve = Xi=1 Vi
3.- Finalmente es necesario expresar el vector resultante en coordenadas polares. Para ello se utilizan
las siguientes formulas de transformacion:

V=yx2+y2y0=tan™?! G)
Ejemplo 1.17

Sume los S|gwentes vectores utlllzando el metodo analitico para la suma de vectores.

V1 = (2, 109, VZ = (5, 1109, V3 = (10, 200%) y V4 = (3, 300%)
Expresar los vectores en coordenadas cartesianas:

x, =Vycos0; =2 cos10° =1.9696yy, =V, senf; = 2 sen10° = 0.3473

x, =V,c0s0, =5 cos110° = —1.7101y y, =V, senf, = 5 sen110° = 4.6984
x3 =V3c0s0; =10 cos200° = —9.3969y y; = V; senf; = 10 sen 200° = —3.4202

x4 =V,c0s6, =3 cos 300°=15yy, =V, senf, = 3 sen 300° = —2.598
Sumar los vectores.
Después de haber hecho la transformacién de coordenadas, el segundo paso consiste en sumar los

cuatro vectores de acuerdo a la suma de vectores en coordenadas cartesianas.
n

Xy = Z X; =x1 +x; +x3+ x4 =196906 — 1.7101 — 9.3969 + 1.5 = —-7.6074
i=1
n

Ve = Zyi =y;+y, +y3+y, =0.3473 4+ 4.6984 — 3.4202 — 2.598 = —0.9725
i=1
Expresar el vector resultante en coordenadas polares.
El tercer paso consiste en transformar el vector resultante de coordenadas cartesianas a coordenadas
polares. Con ello se expresara el vector resultante en términos de su magnitud y direccion.

= J(~7.6074)2 + (—0.9725)2 = v/58.8183 = 7.67

Como el vector resultante se encuentra en el tercer cuadrante por tener ambas coordenadas negativas,
es necesario sumar 180° al resultado de la aplicacion de la funcion inversa de la tangente del cociente
de la ordenada entre la abscisa del vector resultante, es decir:

L (—0.9725 . . . .
6 = tan~ (m) +180° = 7.2849° + 180° = 187.2849

Ve =[x+ ¥

Ejemplo 1.18
Presentamos a continuacién otro ejemplo para seguir ilustrando la serie de pasos necesarios para la
suma de vectores por el método analitico.
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V, = (4, 459, V, = (2, 160°) y V; = (3, 310°).
Expresar los vectores en coordenadas cartesianas:
x, =Vic0s0; =4 cos45° =2.8284yy, =V, senf; = 4 sen 45° = 2.8284
x, =V,cos0, =2 cos 160° = —1.8794y y, =V, senf, = 2 sen 160° = 0.6840
x3 =V3cos0; =1 cos 310° = 0.6428Yy y; = V; senf; = 1 sen 310° = —0.7660
Sumar los vectores.
Después de haber hecho la transformacién de coordenadas, el segundo paso consiste en sumar los

cuatro vectores de acuerdo a la suma de vectores en coordenadas cartesianas.
n

X, = in = x; + X, + x3 = 2.8284 — 1.8794 + 0.6428 = 1.5918
i=1

n
Ve = Zyi =y, + ¥, + y3 = 2.8284 + 0.6840 — 0.7660 = 2.7464
i=1
Expresar el vector resultante en coordenadas polares.
El tercer paso consiste en transformar el vector resultante de coordenadas cartesianas a coordenadas
polares. Con ello se expresara el vector resultante en términos de su magnitud y direccion.

V, = /x,? +y2 = /(1.5918)2 + (2.7464)2 = V10.0765 = 3.1743
Como el vector resultante tiene ambas coordenadas positivas, por lo que se encuentra en el primer
cuadrante. En consecuencia, la direccion del vector resultante es igual a:

-1 (2.7464) — 59900
1.5918)

0 = tan

1.7 Ley de los cosenos
La ley de los cosenos nos da la magnitud de la suma de dos vectores en funcién de su magnitud y del
angulo formado entre ellos. La Ley de los cosenos se podra deducir a partir de la aplicacion de la
ecuacion de la magnitud de la suma de dos vectores en coordenadas cartesianas.

- -

Sean V; = (xq,y1) Y Vo = (x3,y,) dos vectores.
La suma esta expresada de la siguiente forma:

V=V+V, =(x,y1)+ (x3,52) = (x1 + x5, 91 + y2) = (1r.Cos8, + r,C0s0,,1Senb, + r,Senb,)
Aplicando la ecuacién que calcula la magnitud de un vector, se obtiene:
V2 = (1,050, + 1,C050,)? + (r,Send; + r,Senh,)?

Desarrollando, se tiene:

V2 =1rfC0s%6, + r7C0s%6, + 2111,C0s0,Cos0, + 1£Sen?0; + riSen?6, + 2r,r,Send,Senh,
Agrupando términos:

V2 =1 (Cos?6, + Sen?0,) + r7(Cos?6, + Sen?0,) + 2r,1,(CosH,Cosh, + Senh,Senh,)
Como Cos?6 + Sen?0 = 1y Cos6,CosB, + Senb;Senh, = Cos(6; — 0,) = Cos(6, — H,). Al sustituir estas
igualdades, la expresion anterior se simplifica a:
VZ=r2+1ri+21r 1, Cos(6, —6,)

Esta expresion corresponde al cuadrado de la magnitud de la suma de dos vectores en funcion de su
magnitud y del angulo entre ellos. Esta expresion es conocida como Ley de los Cosenos. La relacion
(6, — 8,) representa el angulo entre los vectores. Observe la figura 1.8. Si el &ngulo entre ellos es cero,
la magnitud del cuadrado de la suma de los vectores es maxima y si el angulo entre ellos es de 180°,
el cuadrado de la magnitud de la suma es minima. Para angulos entre 0° y 180°, el cuadrado de la
magnitud adquiere valores intermedios entre el maximo y minimo. El cuadrado de la magnitud de la
suma de dos vectores es cero si forman un angulo de 180 grados y sus magnitudes son iguales.

y A
V2

(01 _02)




Figura 1.8
El cuadrado de la magnitud de la resta de dos vectores esta dado por la siguiente expresion:
V2=r?+1r?—21 1, Cos(6; —6,)

Observe que las expresiones para la suma y la resta, solo difieren en el signo que esta antepuesto a la
expresion 2 r; r, Cos(6; — 0,). En consecuencia, el cuadrado de la resta de dos vectores es maxima
si el &ngulo entre ellos es de 180° y minima si es de 0°. Note también que Cos(68; — 6,) es igual a
Cos(8, — 6,) por lo que el orden de la resta de los &ngulos no altera el resultado de la funcion Coseno.
Si el &ngulo entre los vectores es de 90°, el cuadrado de la magnitud de la suma de ambos vectores
es igual al cuadrado de la resta, ya que Cos 90° =0 por lo que el término 2 r; r, Cos(6; — 6,)
desaparece y se conserva la suma r# + r# que es igual en ambos casos.

Ejemplo 1.19

Supongamos que se tienen dos vectores dados por: V; = (7, 20°) y V, = (6, 230°). Encontrar la
magnitud de su suma.

V2 =(7)%+ (6)% 4+ 2(7)(6)Cos(230° — 60°) = 49 + 36 + 84 Cos(170°) = 85 —82.72 = 2.28
Extrayendo raiz cuadrada en ambos términos de la ecuacion, se obtiene la longitud de la suma de estos
vectores.

V=151
Ejemplo 1.20

Supongamos que ahora se tienen dos vectores dados por: V; = (6, 30°) y V, = (6, 210°). Encontrar la
magnitud de su suma.

V2 =(6)%+ (6)% +2(6)(6)Cos(210° — 30°) =36 + 36 + (72)Cos(180°) =72 —-72 =0
Extrayendo raiz cuadrada en ambos términos de la ecuacion, se obtiene la longitud de la suma de estos
vectores.

V=0
Por lo tanto:

Vl + VZ = 0
Es decir, el vector V; es el inverso aditivo del vector V,. Por lo que la suma es igual al vector cero.
Ejemplo 1.21

Encontrar el angulo entre los vectores V; y V,, si sus magnitudes son V; = 7 y V, = 6 cuando el valor
de la magnitud de la suma es de V = 10.
Aplicando la Ley de los Cosenos, se tiene:
V2 = (10)2 = (7)? + (6)% + 2(7)(6)Cos (6, — 6,)
Despejando Cos(6, — 6,) de la ecuacion anterior:
Cos(6- — 6 _100—49—36_15_01786
05(61 = 0x) = ———F ——=5,=0
Y aplicando finalmente la funcion inversa del coseno, obtenemos el angulo entre los vectores:
(6, — 6,) = Cos~1(0.1786) = 79.71°
Ejemplo 1.22
Encontrar el &ngulo entre los vectores V; y V,, si sus magnitudes son V; = 7 y V, = 8 cuando el valor
de la magnitud de la suma es de V = 10.
Aplicando la Ley de los Cosenos, se tiene:
V2 =(10)2 = (7)?> + (8)% + 2(7)(8)Cos(6; — 05)
Despejando Cos(6, — 6,) de la ecuacion anterior:
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c 100 —49 - 64 —13

0s(6, — 6,) = 112 =15 = —0.1161

Y aplicando finalmente la funcion inversa del coseno, obtenemos el angulo entre los vectores:
(6; — 0,) = Cos™1(—-0.1161) = 96.67°

Observe que el angulo entre los dos vectores es mayor a 90°.

Ejemplo 1.23

Encontrar el &ngulo entre los vectores V; y V,, si sus magnitudes son V; = 7 y V, = 8 cuando el valor
de la magnitud de la suma es de V = 20.
Aplicando la Ley de los Cosenos, se tiene:
V2 =(20)2 = (7)?+ (8)%2 + 2(7)(8)Cos (6, — 6,)
Despejando Cos(6; — 6,) de la ecuacion anterior, se tiene:
Cos(0. — 0 _400—49—64_287_25625
05(01=0x) = =13 = %
Y aplicando finalmente la funcién inversa del coseno, vemos que el angulo entre los vectores no existe,
por lo que concluimos que el dato de la magnitud excede a la maxima magnitud posible entre ambos
vectores. La maxima magnitud entre estos vectores es de 15 unidades. De aqui concluimos que
|Cos(6, — 8,) < 1/, es decir, el coseno del angulo entre ambos vectores debe ser mayor o igual a -1y
menor o igual a 1. No esté definida la funcién coseno para valores fuera de este intervalo.
Ejemplo 1.24

Encontrar el &ngulo entre los vectores V; y V,, si sus magnitudes son V; =5y V, =5 cuando el valor
de la magnitud de la suma es de V = 10.
Aplicando la Ley de los Cosenos, se tiene:
V2 =(10)? = (5)? + (5)% + 2(5)(5) Cos(68; — 65)
Despejando Cos(6; — 6,) de la ecuacion anterior:

100 —25—-25 50
Cos(0; —0,) = —— = =

=—=1
. . .« r . 50 50 ’ .

Y aplicando finalmente la funcién inversa del coseno, vemos que el angulo entre los vectores es igual

a

(6, —6,) =Cos™1(1)=0°
Por lo tanto 6, = 6,.
En consecuencia, ambos angulos coinciden.
Ejemplo 1.25

Encontrar el angulo entre los vectores V; y V,, si sus magnitudes son V; =5y V, =5 cuando el valor
de la magnitud de la suma es de V = 0.
Aplicando la Ley de los Cosenos, se tiene:
VZ = (0)* = (5)* + (5)* + 2(5)(5) Cos(6, — ;)

Despejando Cos(6,; — 6,) de la ecuacion anterior:

0-25-25 =50

Cos(6; — 6,) = =0 == =-1

Y aplicando finalmente la funcién inversa del coseno, vemos que el angulo entre los vectores es igual
a:

(6, — 6,) = Cos™1(—1) = 180°

En consecuencia, el angulo formado entre ambos vectores es de 180°.
Ejemplo 1.26
Cuando el angulo formado por los dos vectores es de 90°, la magnitud de la suma es igual a la magnitud
de la resta de los dos vectores. Para demostrar esta afirmacion, utilicemos la Ley de los Cosenos:

Ve ima =15 +15+ 21, 15 Cos(8, — 0,)
Como Cos(90°) =0
En consecuencia, se tiene:

Véima =11 + 13

y
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Viesta =11 + 15 — 211 13 Cos(61 — 63)
Como Cos(90°) = 0,
En consecuencia se tiene:
V1+V2 :T12+T'22

Comparando ambas ecuaciones, concluimos que:

Véima = Viesta
Es decir:

Vsuma = Vressta
En consecuencia, cuando el &ngulo entre dos vectores es de 90°, la magnitud de la suma es igual a la
magnitud de su resta.
1.8 Suma de vectores: método grafico
Para representar un vector en un diagrama dibujamos una flecha. Escogemos la longitud de la flecha
de tal manera que sea proporcional a la magnitud del vector y dirigimos la flecha en la misma direccion
del vector, de modo que su punta indique el sentido de éste. Por ejemplo, un desplazamiento de 40
metros al noreste (NE) quedaria representado en una escala donde 1 cm. equivale a 10 metros, por
una flecha de 4 unidades, dibujada a 45° por encima de una linea dirigida hacia el este y cuya flecha
se encontraré en el extremo superior derecho. Un vector como éste se representa convenientemente

en letras de imprenta por debajo de una flecha, por ejemploA. Observe la figura 1.9

A

p

v

Figura 1.9
Suponga que un cuerpo se desplaza siguiendo la direccion del vector;{ representado en la figura 1.10.
Después sufre otro movimiento siguiendo la direccion del vector E. El efecto neto de ambos
desplazamientos esta representado por el vector E el cual es un vector que parte del origen y llega
hasta el extremo del ultimo vector. Para hallar la suma de los vectores ,Z y E, dibujamos a partir del

- -
extremo del vector A, un vector igual a B.

g

Wl
Ol
Wl

>

v

Figura 1.10
Observe en la figura 1.10 que es equivalente que el cuerpo se desplace primeramente siguiendo la

direccion del vector B y después se desplace en la direccion marcada por el vector A. En ambas
situaciones, el cuerpo llega a la misma posicion. Puede concluirse a partir de la figura 1.10 que la suma
de vectores es independiente del orden en que se sumen. Es decir:
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A+B = B+ A

Por lo tanto se dice que los vectores son conmutativos con respecto a la adicion.
Observe en la figura 1.10 que la suma gréafica de estos vectores condujo a la construccion de un
paralelogramo.
Por otra parte, la suma de tres vectores A, B y C puede obtenerse sumando C al resultado de A + B
La figura 1.11 muestra geométricamente que la suma de tres o mas vectores es independiente del
orden de la adicién. Por ejemplo:

A+(B+cC) = (a+B)+c=(A+C)+B
A

>

oL

>
oL

>
v

Figura 1.11
Esta ley se llama ley asociativa de la adicion. Existen seis diferentes formas en que se pueden sumar
graficamente tres vectores. Si fuesen 4 vectores, serian 24 formas diferentes en que se pueden sumar.
El nimero de formas en que se pueden sumar los vectores esta relacionado con el factorial de un

namero. El factorial de un nimero se define como sigue:
nl=1+x2x3.nparan=1y0!=1
Asi, para un conjunto de 5 vectores se tiene que son 120 formas diferentes de sumarlos.

- -
Por otra parte, para restar el vector B del vector A, primero dibujamos los vectores a partir de un origen
comun. El vector —B se deflne como un vector cuya longitud es idéntica y su sentldo es opuesto aI

original. La resta del vector A menos el vector B se define como la suma del vector A mas el vector B
es decir:
- - - -
A-B = A+(-B)
La figura 1.12 muestra estos vectores, con su respectiva operacion.
YA

(@3
>

>
Wl

Figura 1.12

- -
De acuerdo con la definicién de sustraccion, la longitud de A — A es cero. Un vector de longitud cero se
dice que es el vector cero.
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1.9 Preguntas y problemas

Preguntas

1.- Enuncie los significados de magnitud escalar y magnitud vectorial.

2.- Enuncie las formulas de transformacion de coordenadas polares a coordenadas cartesianas.
3.- Enuncie las formulas de transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas polares.
4.- Describa el método del paralelogramo y del poligono para la suma de vectores.

5.- Describa la suma de vectores por el método analitico.

Problemas

1.- Dibuje sobre el plano cartesiano los siguientes vectores:
a).- (2,-3) b).- (-5,-5) ©).-(-1,7) d).-(1,2) e).- (-4, 4) f.- 1.7, 2.3)
0).- (-2.5,-47) h).-(1.7,-6) ).-33,1) j).-2(-3,2) K).- -2(-6, -2) 1).- (5, -2)

2.- Dados los siguientes vectores, realice las operaciones que se indican:
A=(1,2), B=(2,3, C=(3,-4 vy D = (4, -5)

a).- A+B+C+D b).- 2B+3C  C).- A-B-C+D d).-2A-4D  e).- 5(A+B)+2(C+D)
f).- 2A+3B+4C+5D  @).- 5A-4B+3C-2D  h).- 7TA-7B  i).- 4B+3B-5C j).- A-B+C-D

3.- Transforme de coordenadas cartesianas a coordenadas polares los siguientes vectores:
a).-(-3,-3) b).-(1.8,-6) ¢©).-(1,2) d).- (-2,3.1) e).-(4,-5)
f)'_ (101 5) g)_ (_21 _1) h)_ (71 _1) I)_ (31 0) J)_ (01 _05)

4.- Transforme de coordenadas polares a coordenadas cartesianas los siguientes vectores:
a).- (1, 09 b).- (3,90% c).- (5,180% d).- (7,125°% e).- (2,45°
f).- (4, 270% g).- (1.5, 170°%h).- (3, 240°% i).- (2.5, 330°) j).- (4, 400°)

5.- Por la ley de los cosenos calcule la resultante de la sumay de la resta de los siguientes vectores:
a).-A=(1,2)yB=(-3,-4), b).-A=(-1,-4)yB=(4,-5),
c).-A=(513)yB=(2,-1), d).-A=(3,-5)yB=(6,3),
e).-A=(-6,2)yB=(-3,4), f.-A=(1,4)yB=(-2,-5),

6.- Por el método analitico, efectle la suma de los siguientes vectores:

a).- A+B+C donde: A=(7, 30°), B=(5, 150°) y C=(3, 200°).
b).- A-B-3C donde: A=(6, 40°), B=(4, 170°) y C=(2, 220°).
c).- 2A+3C donde: A=(3, 10° y C=(6, 190°).

d).- -3A+4B donde: A=(7, 25°) y B=(4, 220).

e).- 3(A+B)+2(C+D) donde: A=(3, 45°%), B=(3, 210°), C=(6, 170°) y D=(9, 350°).

7.- Por el método gréfico, encuentre la suma de los siguientes vectores:

a).- A+B+C donde: A=(3, 2), B=(2, 3) y C=(-5, 1).
b).- A-B donde: A=(-3, -1) y B=(4, 1).
Cc).- 2A+3B donde: A=(-4, 2) y B=(-3, -3).
d).- 5A+3B-2C donde: A=(1,2), B=(-2, 3) y C=(-3, -4).
e).- 2(A+B)-3C donde: A=(2, 2), B=(1, -3) y C=(2, -4).

Relaciona ambas columnas colocando el numero de la columna de la derecha en el correspondiente paréntesis de
la columna derecha:

1.- Es una cantidad que esta representada por un nimero. ( VYré=r2+13
- 2 T'A TB COS(GB - GA)
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2.- Es una cantidad que ademas de estar representada por un
namero requiere de direccion y sentido.

3.- Con esta formula se calcula la componente horizontal de
un vector.

4.- Con esta férmula se calcula la componente vertical de un
vector.

5.- Con esta férmula se calcula la magnitud de un vector.
6.- Con esta férmula se calcula la direccion de un vector.

7.- Con este método se suman graficamente dos vectores al
formar con ellos un paralelogramo.

8.- Con este método se suman graficamente varios vectores
al colocarlos uno a continuacion de otro.

9.- Es la ley de los Cosenos para la suma de dos vectores.

10.- Es la ley de los Cosenos para la resta de dos vectores.
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) Método del Paralelogramo.

)i =18+ 15
+ 21,15 Cos(6g —6,)

) Método del Poligono.
) Vector.

)rCos 6

) Escalar.

) VX2 +y?
)rSeno
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2 CINEMATICA

2.1 Concepto de cinemética

La Cinematica es la ciencia de la Mecéanica que describe el movimiento de los cuerpos sin preocuparnos
por conocer sus causas. El estudio de las causas de los cambios de un movimiento dado es objeto de
la Dindmica y constituye el tema propio de la Mecanica. El estudio detallado del movimiento de un
cuerpo es bastante complejo. Se hace necesario hacer algunas simplificaciones que nos faciliten este
estudio. Asi, estudiaremos s6lo el movimiento de un cuerpo como si fuera una particula. Decimos que
un cuerpo es una particula cuando sus dimensiones son muy pequefias en comparacion con las demas
dimensiones que participan en el movimiento. Cuando un cuerpo se trata como particula, se simplifica
enormemente el estudio de su movimiento, pues cualquier movimiento de rotacién que pueda tener el
cuerpo a un eje que pasa por el cuerpo, es despreciable, y puede simplemente despreciarse.

2.2 Concepto de movimiento

Una de las caracteristicas del movimiento de los cuerpos es su relatividad o dependencia respecto del
observador que estudia el movimiento. EI movimiento de un cuerpo depende del punto o sistema de
referencia, esto es, un cuerpo puede estarse moviendo con respecto a un punto de referencia y estar
€N reposo con respecto a otro punto de referencia. En consecuencia, no existe el verdadero movimiento
pues todos son igualmente verdaderos. Tomemos en cuenta que, cuando nos refiramos al movimiento
de un cuerpo, debemos mencionar obligatoriamente el punto de referencia. En general tomaremos
como punto de referencia a la Tierra. Finalmente, el movimiento es el cambio de posicién con respecto
a un punto o sistema de referencia.

2.3 Movimiento rectilineo uniforme

El movimiento rectilineo uniforme es el mas simple de los movimientos ya que la trayectoria seguida
por un cuerpo es una linea recta y su velocidad permanece constante.

Para aclarar un poco mas estos conceptos, suponga que una persona camina sobre una banqueta a
razén de 2 metros en cada segundo. Por consiguiente, cada vez que se mida lo que recorre en un
segundo, se encontrara que son exactamente dos metros. Ese andarin recorre distancias iguales en
tiempos iguales. Un movimiento que cumple con esta caracteristica se llama uniforme. Después de
transcurridos 2 segundos, el caminante habr& recorrido 4 metros; a los 3 segundos su recorrido sera
de 6 metros, etc. De esta forma, si efectuamos el cociente de la distancia total recorrida entre el tiempo

empleado para recorrerla, se observara que el resultado es constante, es decir:

2m_4m_6m_ m
1s 2s?l3s ™ S



Gréfica de Posicion en Funcién del Tiempo parael
10~ Movimiento Rectilineo Uniforme

Posicién

0.0 05 1.0 15 2.0 25 3.0
Tiempo

Figura 2.1
A esta razoén se le conoce con el nombre de velocidad y si no varia en todo el recorrido que efectia el
objeto, la velocidad se dice que es constante.
En base a lo anterior estableceremos una ecuacién que permita encontrar la velocidad de un cuerpo
cuando éste se mueve con una velocidad constante a partir de la distancia recorrida y del tiempo

empleado para ello.

En forma equivalente, si se conoce la velocidad cog la que un cuerpo se mueve en un movimiento
rectilineo uniforme y ademas se conoce el tiempo q=ue tarda en realizar el movimiento, la distancia total
recorrida se calculara por medio de la siguiente ecuacion:
d=vt

La ecuacién para la distancia que hemos establecido tiene una representacion gréfica. Supongamos
gue sobre un plano cartesiano, el eje vertical juega el papel de la posicién y el eje horizontal el del
tiempo. Si para una serie de datos graficamos los puntos correspondientes a la posicion con el tiempo
empleado para recorrerla y los unimos por medio de una linea continua, observaremos que esa linea

serd recta y ademas pasara por el origen. En la siguiente figura se muestra las graficas de dos

movimientos, uno con velocidad de 2 % y el otro con velocidad de 3%.
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Gréfica de Movimiento Rectilineo Uniforme
30

254

204

15

Posicién

10

Tiempo

Figura 2.2

Observe que ambos movimientos estan representados por una linea recta, con la diferencia de que la
recta del movimiento con mayor velocidad tiene mayor inclinacion en comparacion con el movimiento
de menor velocidad. Lo anterior nos permite afirmar que la grafica de posicion en funcién del tiempo en
un Movimiento Rectilineo Uniforme es una linea recta y que su inclinacién o pendiente es proporcional
a su velocidad. A mayor velocidad, mayor inclinacion o pendiente y a menor velocidad, menor
inclinacién o pendiente.

La velocidad que lleve un cuerpo en el MRU también puede tener una representacion grafica. Si
ubicamos ahora la velocidad sobre el eje vertical y el tiempo en el horizontal, la gréfica resultante sera
una linea recta paralela al eje de las abscisas. En la figura siguiente se representan las graficas de las
velocidades de ambos movimientos.

Gréfica de Velocidad en Funcién del tiempo en el MRU

3,0 B

2,54

2,0 A

Velocidad

154

1,0 4

Tiempo

Figura 2.3
Observe en la figura que las gréficas son dos lineas rectas paralelas al eje de las abscisas. La de mayor
altura corresponde al movimiento con mayor velocidad.
Hasta ahora se ha utilizado indistintamente los términos posicion y distancia cuyo significado no es el

mismo. El término posicion corresponde al lugar donde un objeto se encuentra con respecto a un
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sistema de referencia y la distancia corresponde la longitud que existe entre dos posiciones. En general
la ecuacién para el MRU esta dada por:
X=xo+v+(t—ty) 2.1
Donde: x representa la posicion del cuerpo al instante t. A esta posicidén se le conoce con el nombre
de posicion final; x, representa la posicion del cuerpo en el instante t,. A esta posicioén se le conoce
como posicién inicial; y representa la velocidad del cuerpo y es constante para todo el movimiento y
representan los tiempos inicial y final y se considera que t > tyLa posicion inicial representa la
f)a/siajén que tiene el cuerpo en el momento en que comienza su movimiento. No necesariamente el
cuerpo debe estar en el origen del sistema o punto de referencia, puede estar ubicado en una posicion
fuera del origen. La posicién puede adquirir valores positivos 0 negativos. Si es positiva, el cuerpo se
encontrara a la derecha del origen y si es negativa, se encontrara a la izquierda del mismo, suponiendo
gue el cuerpo se mueve horizontalmente. De igual forma, el desplazamiento puede ser positivo si el
cuerpo se mueve de izquierda a derecha y negativo si se mueve en sentido contrario. Asi, el signo de
la velocidad indica la direccion del movimiento.
La distancia que recorre un cuerpo esta dada por el valor absoluto de la diferencia entre la posicion
final y la inicial, es decir:
2.2
La distancia es la longitud que existe entre dos p%m(Jsx. l.%!)ngitud no puede ser negativa, por lo que
la diferencia se expresa en valor absoluto. De esta forma, si un cuerpo se desplaza de la posicion

a la posicion entonces la distancia que recorre es de: Xg =
3m x 5m

El movimiento de un cuerpo %edefmgcoémmlo_éfncgrﬁmé %é_rﬂzsac#ér?n&on respecto a un sistema de
referencia. Para un sistema de referencia dado, un cuerpo puede estarse moviendo y para otro sistema
ese cuerpo puede estar estatico. Por ejemplo, la habitacion de un edificio, se encontrara estatica en
relaciébn con algin punto del edificio y si se viese la habitacion desde la luna, veriamos que se
encontraria desplazandose junto con el edificio y la Tierra. Es por ello que se dice que el movimiento
es relativo, porque depende del sistema de referencia que utilicemos.
La magnitud de la velocidad instantanea es la rapidez y es simplemente el valor absoluto de la
velocidad, es decir:

2.3
Observe gue la rapidez es una cantidad positi\llja-_ylgL el resultado de aplicar el valor absoluto de la
velocidad. La cantidad que se encuentra entre el simbolo de valor absoluto es la velocidad que
corresponde con un vector, es decir la velocidad es un vector que tiene que ver con la direccion con la
gue se mueve un cuerpo. La rapidez es sélo la magnitud, la direccién la da el angulo.

Ejemplo 2.1
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Una persona camina a razén de 4 m/s a partir de un punto que se encuentra a 10 m del origen de un
sistema de referencia. Encuentre la posicion de la persona a los 10 segundos de haber iniciado el
movimiento y la distancia recorrida.

Solucion:

Para esta persona, la velocidad con la que se mueve es de 4 metros en cada segundo y a partir de una
posicion inicial de 10 m. El tiempo inicial  es igual a cero ya que se empieza a mover justo en el
momento en que se acciona el cronometrotoDe esta forma, la posicion final de la persona después de
10 segundos de iniciado el movimiento es de:

X v

10m ( ) _10m ,40m _50m
= m — _
Y la distancia recorrida & + (4 ) 10 s +

S

oG )
orrespondega:

La gréfica de la figura siguclieﬂt& myoegwalﬂﬁ pogidi@rmiek J:‘ﬂﬁrml h5LSQan120 segundos de iniciado el
movimiento. Observe que en ese tiempo la posicion de la persona es de 90 metros. Este resultado se
puede obtener a partir de la ecuacion 2.1. Lo importante de la grafica es que es posible observar a
través de ella la posicién de la persona para cualquier instante que se encuentre entre 0y 20 segundos.
Se puede observar que en el doceavo segundo la posicion de la persona es de 58 metros. También se
puede ver que si la persona se encuentra en una posicion de 70 metros, el tiempo que ha utilizado para
ello es de quince segundos. En consecuencia, el método gréafico es una buena herramienta que nos

permite analizar el movimiento de un objeto.

Gréfica de Posicion en funcién de Tiempo para el MRU
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Figura 2.4
Ejemplo 2.2
A partir de una posicién de 15 metros del origen de un sistema de referencia, un objeto se encuentra a
55 metros del mismo origen después de 8 segundos. Calcule la velocidad con que se desplaza el objeto
y la distancia que recorrio.

Solucién:
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Para este caso, la velocidad con la que se mueve el objeto se puede encontrar con solo despejar la

velocidad de la ecuacion 2.1.

v y_x 50m 15m 40m 5 m
La velocidad del objeto es de 5 metrgs Th cada gegundo. Sighiciéramags una grafica con los datos del

problema, obtendriamos una recta como la mostrada en la figura siguiente. La distancia recorrida
después de 8 segundos de haber iniciado el movimiento, es de:

La gréfica de la figura siguclieﬂtéx r_n%(()agﬁalﬂé pogidiém&et J:‘&@ripé #és(%anbo segundos de iniciado el
movimiento. Observe que en ese tiempo la posicion de la persona es de 115 metros. Este resultado se
puede obtener a partir de la ecuacién 2.1. Lo importante de la grafica es que es posible observar la
posiciébn de la persona para cualquier instante que se encuentre entre 0 y 20 segundos. En
consecuencia, se puede observar que en el décimo segundo la posicién de la persona es de 65 metros.
También se puede ver que si la persona se encuentra en una posicién de 90 metros, el tiempo que ha

utilizado para ello es de quince segundos.

Grafica de Posicién en uncion del Tiempo para el MRU
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Figura 2.5

Ejemplo 2.3
Una persona se encuentra a 100 metros a la derecha del origen de un sistema de referencia. Si se
mueve hacia el origen y tarda 40 segundos en llegar, ¢Cual es la velocidad con la que se desplaza?
¢En qué instante pasa a los 50 metros del origen? ¢ Como es la gréfica del movimiento seguido por la
persona?
Solucion:
La posicion de la persona al inicio del movimiento es de 100 metros. Después de 40 segundos se
encontrard en el origen. En consecuencia, la posicion para este tiempo es de 0 metros. Por lo tanto, la

velocidad de la persona es de:
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v_x—_xo_ﬂ—m—mﬂ—m_ _ 100m _ 25m
La velocidad resulta negativa ya qge el cuerpgse desplazagle una posiciGn mayor a una menor.

Si la posicién del cuerpo es de 50 metros, el tiempo que utiliza para pasar por este punto es de:

t_ — Xy = 1[:m‘=_5'0—m‘_ :205

La recta de la figura muestra las dos posicion@_é d%*ra cadar?nété?te. Observe que la grafica contiene
una recta cuya inclinacion o pendiente es contraria a la inclinacion de las rectas de las graficas de los
ejemplos anteriores. Esto es debido a que la direccion del movimiento es contraria a la direccion de
estos movimientos. Por otra parte, a los 32 segundos de iniciado el movimiento, la persona se
encontrara a 20 metros del origen. El tiempo se puede obtener trazando una linea paralela al eje de las
abscisas que pase a 20 metros. La linea se debe trazar hasta cruzar la recta que representa el
movimiento. En el cruce se debe dibujar otra linea paralela al eje de las ordenadas hasta cruzar el eje

de las abscisas. El cruce corresponde a los 32 segundos de iniciado el movimiento. Observe la figura.

Gréfica de Posicién en funcion del Tiempo para el MRU
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Figura 2.6
Ejemplo 2.4
Un automovil A parte de la Cd. de México con una velocidad de 80 km/h en direccién a la Cd. de
Cuernavaca. Simultaneamente otro automovil B parte de la Cd. de Cuernavaca hacia la Cd. de México,
con una velocidad de 60 km/h. Si la velocidad de los automoviles se mantiene constante durante todo
el viaje y la distancia entre ambas ciudades es de 70 km, aproximadamente, encuentre el instante y la
posicion en que se cruzaran los automoviles. ¢Qué distancia recorri6 cada automovil antes de
cruzarse? Haga una gréfica para comprobar sus resultados.
Solucion:
Como la velocidad del automévil A es de 80 km/h y si suponemos que el origen del sistema de referencia
se coloca en la Cd. de México, observaremos que la posicion inicial de este automovil es de cero. Para

el automovil B la velocidad es de -60 km/h ya que se desplaza en sentido contrario al movimiento del
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auto A y su posicion inicial seria de 70 km, con respecto al mismo sistema de referencia. Asi, las

ecuaciones para el movimiento de ambos automoviles considerando que , son:
tO = 0
= +7 G )=0+(80 km) t=(80 km) t
Y on o - to 3 n

(( )_70km, C) t
En el cruce, las posicionesfi ?nalxe@Bde armtfos attogndviles son |g ?es I;’l lo tanto, ambas ecuaciones

se igualaran, es decir:

(80 km) t:70 km+<_60 km)t

Despejando el tiempo, se tiene: h b

t F0-demn L0 km  _05h

Que corresponde al instante en qugosée;?‘mzé%rﬁf’és ah%@nﬁ:\’ﬁles. La posicién de los autos se puede

encontrar sustituyendo el tiempo en cualquiera de las dos ecuaciones que la calculan:

= (80 k_m) (05 k_m) 40 km
h h

70 km (réo kmz (05 k_m) 70 km 30 km _ 40 km
Observe que ambos ‘Pesultados col C|delg1 a‘que §le encuentran en la misma posicién. Por medio de

De igual forma:

una grafica se puede comprobar datos. Sélo se necesita trazar las rectas que representan el
movimiento de los automdviles. El cruce de ambas rectas corresponde al cruce de los automoviles.
Las distancias recorridas por cada automovil se calculan por medio de la ecuacion 2.2:

Y dA=|x |=| |—|40km OkmI 40 kem

—Xx X4 — X
04 04

dp=he_ 1=l 1la0km 70 kml =130 faml = 30 K
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Gréfica que representa el movimiento de los automévieles
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Figura 2.7
Ejemplo 2.5
Un automdévil A se mueve de la Cd. de México con rumbo al Puerto de Acapulco con una velocidad de
80 km/h. Simultdneamente, un automovil B parte de la Cd. de Cuernavaca rumbo al mismo puerto con
una velocidad de 60 km/h. Si la distancia de la Cd. de México y la Cd. de Cuernavaca es de 70 km,
aproximadamente, calcule el tiempo'y el lugar en que el automévil A alcanza al automévil By la distancia
recorrida por cada automovil. Haga una gréafica para comprobar sus resultados.
Solucion:
La velocidad del automdvil A es de 80 km/h y supongamos que el origen del sistema de coordenadas
se coloca en la Cd. de México. En consecuencia, la posicién inicial de este automovil es de cero. Para
el automévil B la velocidad es de 60 km/h rumbo al mismo destino y su posicién inicial seria de 70 km,
con respecto al mismo sistema de referencia. Los tiempos iniciales de ambos automdviles son iguales
a cero, debido a que comienzan a moverse en el momento de accionar el cronémetro. De esta forma,

las ecuaciones para el movimiento de ambos automéviles son:

X, = A+”_)A (t )=0+(80km)t=<80km)t
Y Xo € —t
04 h h
_ v )_ 70 km g km’p) t
En el alcance, las posicion’ecé fi_na[;%-'ae am’i"’bosf automoviles sonTg %?esh or lo tanto ambas ecuaciones
Op

deben ser igualadas, es decir:

( k:m.) t_ 70 km ( kl’n)t
Despejando el tiempo, se tiene: 80 +160

h h
t 70 km __Z(J_k_m__35h
80 km 60 km 20 km
h h h
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La posicion de los automdviles se puede encontrar sustituyendo el tiempo en cualquiera de las dos

ecuaciones correspondientes a la posicion.

X, =(80 k.m) (35 k.m)=280 km

De igual forma h h

_ 70 km g) km)g k_mg_70km 210 km _ 280 km
Observe que amboxs3r§sultados+c ?r(l)cidﬁ y 3qSuehs encuentran en la misma posicién. Por medio de
una gréafica se puede comprobar estos resultados. S6lo se necesita trazar las rectas que representan
el movimiento de los automoviles. El cruce de ambas rectas corresponde al cruce de los automaviles.
La recta vertical se traza a partir del punto en el cual el tiempo es igual a 3.5 horas hasta llegar al cruce
de las rectas que representan el movimiento de los automéviles. Al trazar una linea horizontal a partir
de este punto, vemos que el cruce con el eje de las ordenadas se lleva a cabo a 280 km del origen.
Note que el automévil A no hubiese alcanzado al B si su velocidad fuese menor o igual que la del
automavil B. Geométricamente equivaldria a que las rectas no se cruzaran. En el caso particular en
gue ambas velocidades fuesen iguales, las rectas serian paralelas.

Gréfica que representa el movimiento de los automéviles
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Figura 2.8
Ejemplo 2.6
Un automdévil A se mueve de la Cd. de México con rumbo al Puerto de Acapulco con una velocidad de
60 km/h. Después de dos horas un automovil B parte de la Cd. de Cuernavaca rumbo al mismo puerto
con una velocidad de 80 km/h. Si la distancia de la Cd. de México y la Cd. de Cuernavaca es de 70 km,
calcule el tiempo y el lugar en que el automdévil B alcanza al automovil A y la distancia recorrida por
cada automovil. Haga una grafica para comprobar sus resultados.
Solucion:
La velocidad del automavil A es de 60 km/h y supongamos que el origen del sistema de coordenadas

se coloca en la Cd. de México. En consecuencia, la posicion inicial de este automovil es de cero. Para
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el automévil B la velocidad es de 80 km/h rumbo al mismo destino y su posicion inicial es de 70 km,
con respecto al mismo sistema de referencia. Los tiempos iniciales de ambos automoéviles son
diferentes debido a que el auto B comienza su movimiento dos horas después de iniciado el movimiento
del auto A, por lo que el auto B lleva dos horas de movimiento menos que el auto A. De esta forma, las

ecuaciones para ambos automéviles son:

0p h

¢ 70 km g 2t_160km= 8olcm)t 90 km
En el alcdfice, 138 Etosm’rénes ﬂrtales ~de ambob u?on;to iles coinciden, por Ioigu e ambas ecuaciones

deben ser igualadas, es decir:

(60 klll) t _ (80 km)t_90 km
Despejando el tiempo, se tiene: B

h h
t _ _QO km _ ?Q_O_k_m_ _ 45 h
; 20 fem
Que es el tiempo que tarda el coch@A @Zf’selsgldgﬁzado. ;

La posicién de los automoviles se puede encontrar sustituyendo el tiempo en cualquiera de las dos

ecuaciones correspondientes a la posicion.

xA=(60 ].(_111) (45 ].(_111) 270 km

De igual forma: b b

70 km+ ka ( n 2h) 70km_|_200 km _ 270 km
Observe que amB8s resultadds omc;ld n ya que Se encuentranen la misma posicién. Por medio de

una grafica se puede comprobar estos resultados. S6lo se necesita trazar las rectas que representan
el movimiento de los automoviles. El cruce de ambas rectas corresponde al alcance de los automdviles.
La recta vertical se traza a partir del punto en el cual el tiempo es igual a 4.5 horas hasta llegar al cruce
de las rectas que representan el movimiento de los automoviles. Al trazar una linea horizontal a partir
de este punto, vemos que el cruce con el eje de las ordenadas se lleva a cabo a 270 km del origen.
Note que el automovil B no hubiese alcanzado al A si su velocidad fuese mayor o igual que la del
automovil B. Geométricamente equivaldria a que las rectas no se cruzaran.

La distancia que recorren ambos autos es:
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Y dA:|x—x |:|xA_x |:|270km_0km|:270km
04 04

Op Op

Gréfica que representa el movimiento de los automéviles
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Figura 2.9

En la figura se observa la distancia recorrida por ambos autos. Note que el auto B comienza su
movimiento dos horas después de comenzar el movimiento del auto A. De igual forma, se muestra que
si la velocidad del auto B fuese menor que la del auto A, no hubiese podido alcanzar al auto A.
Ejemplo 2.7

Un automdévil A parte de la Cd. de México con una velocidad de 100 km/h en direccién a la Cd. de
Guadalajara. Después de 3 horas otro automévil B parte de la Cd. de Guadalajara hacia la Cd. de
México, con una velocidad de 80 km/h. Si la velocidad de los automoviles se mantiene constante
durante todo el viaje y la distancia entre ambas ciudades es de 600 km aproximadamente, encuentre
el instante y la posicién en que se cruzaran los automoviles. ¢Qué distancia recorrié cada automovil
antes de cruzarse? Haga una grafica para comprobar sus resultados.

Solucion:

Como la velocidad del automdvil A es de 100 km/h y si suponemos que el origen del sistema de
coordenadas se coloca en la Cd. de México, observamos que la posicion inicial de este automovil es
de cero. Para el automovil B la velocidad es de -80 km/h ya que se desplaza en sentido contrario al
movimiento del auto A y su posicién inicial seria de 600 km, con respecto al mismo sistema de
referencia. Los tiempos iniciales de ambos automdviles son diferentes debido a que el auto B comienza

su movimiento 3 horas después de iniciado el movimiento del auto A, por lo que el auto B lleva 3 horas
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de movimiento menos que el auto A. De esta forma, las ecuaciones para el movimiento de ambos

automoviles son:

0p B h

v ) _ 840 km ( km) t
t +\ 80
En el cruce, las posmonés deoambosﬁﬁutomot/lles son iguales.*Por Ioht nto, ambas ecuaciones se

deben igualar, es decir:

(100 klll) t _ 840 km_|_ (_80 klll)t

Despejando el tiempo, se tiene: h b

t_ e _B4Qm 467 h
Que corresponde al instante en qué% é@mﬁ%s’%&on}&ﬂl@a posicién de los automoviles se puede

encontrar sustituyendo el tiempo en cualquiera de las dos ecuaciones que la calculan:

De igual forma: b h

600 km 0 km h) 600 km 13333 km _ 466 67 km
Observe queBambos resulta os 910 cuAj'en ya-glle se encuentran en ld misma [ posicioén. Por medio de

una gréafica se puede comprobar estos resultados. S6lo se necesita trazar las rectas que representan

el movimiento de los automdviles. El cruce de ambas rectas corresponde al cruce de los automaviles.

Las distancias recorridas por cada automovil se calculan por medio de la ecuacion 2.2:

v do=l =] | = 46667 km 0 km! = 46667 km
-Xx X4 —X . -

0y 0y

dy=lx 1= iy | = 1600 fm 466 67 km! = 1133 33 kem| = 133 33 km
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Gréfica que representa el movimiento de los automdviles
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En la figura se observa la distancia recorrida por ambos autos. Note que el auto B comienza su
movimiento a 3 horas después de comenzar el movimiento del auto A. También se muestra que no
importa la velocidad que lleven ambos autos para que se lleve a cabo el cruce, siempre y cuando vayan
en direcciones opuestas. Claro esta que el auto B debe partir antes del tiempo que tarde el coche A en
llegar a la Cd. de Guadalajara para que se puedan cruzar en el camino.

2.4 Movimiento rectilineo uniformemente variado

Un tipo particular de movimiento es aquel en el cual un cuerpo se desplaza en linea recta y su velocidad
cambia de una manera constante; es decir, la velocidad cambia en cantidades iguales para iguales
intervalos de tiempo. Sin embargo, la distancia recorrida varia para idénticos intervalos de tiempo, ya
gue la velocidad del cuerpo cambia de un punto a otro. Al cociente que resulta de dividir el cambio de
velocidad sobre el intervalo de tiempo utilizado, se le conoce con el nombre de aceleracién promedio.
Cuando la aceleracién promedio es idéntica para cualquier intervalo de tiempo, se dice que el
movimiento es uniformemente acelerado. En este caso la velocidad cambia uniformemente y se
establece que la aceleracion es constante. Matematicamente la ecuacién que calcula la aceleracion

con la que se mueve un cuerpo, esta dada por:

2.4
a 4
A manera de ejemplo, suponga que un objeto comienza gf’u movimiento a partir del momento en que se
—to
acciona el cronémetro, de tal forma que en el primer segundo recorre 2.5 m; para el siguiente segundo,
se observa que se encuentra a 10.0 m del origen; para el tercer segundo, el objeto se encuentra a 22.5
m y para el cuarto segundo, se encuentra a 40 m.
Como se puede notar en el ejemplo, el cuerpo recorre cada vez mayor distancia conforme el tiempo
transcurre. Esto es consecuencia de que la velocidad no es constante, sino que varia uniformemente

conforme el tiempo transcurre. Con los datos del ejemplo, es posible construir una gréfica para
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visualizar su comportamiento. Por convencion, suponga que sobre el plano cartesiano el eje vertical
juega el papel de la posicion y el eje horizontal, el del tiempo. Al situar los datos y unirlos con una linea
continua, observaremos que tiene forma de parabola, la cual cruza el eje vertical justamente en el
origen. La figura 2.11 muestra la parabola que fue construida a partir de los datos del ejemplo. La
ecuacion mas general para un movimiento en el cual la aceleracidon es constante, se expresa en la

siguiente ecuacion de la parébola:

a(t—tgy)?

x:xO+U0(t_t0)+ 2

2.5
donde x, y v, representan la posicion y la velocidad del cuerpo en el instante t = t,. A estos términos
se les conoce con el nombre de posicion y velocidad inicial, respectivamente. La variable t es el tiempo
gue utiliza el cuerpo para alcanzar la posicién final x. La letra a representa la aceleracién experimentada
por el cuerpo en su movimiento. Esta aceleracion es constante, ya que es lo que caracteriza a este tipo
de movimientos. La posicidn puede adquirir valores positivos o negativos. Si es positiva, el cuerpo se

encontrara a la derecha del origen y si

Gréfica de Posicion en funcion del Tiempo en el MRUA
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es negativa, se encontrard a la izquierda del mismo, suponiendo que el cuerpo se mueve
horizontalmente. De igual forma, el desplazamiento puede ser positivo si el cuerpo se mueve de
izquierda a derecha y negativo si se mueve en sentido contrario. Asi, el signo de la velocidad indica la
direccién del movimiento.

Considerando lo anterior, podemos afirmar que existe una equivalencia entre los parametros que
describen al Movimiento Rectilineo Uniformemente Acelerado y la parabola asociada a ese movimiento.
Asi, si conocemos la posicidn, la velocidad y el tiempo inicial, al igual que la aceleracién, sera posible
trazar su parabola correspondiente. De manera equivalente, conociendo la parabola del movimiento de
un cuerpo, podremos determinar tanto la aceleracién como la posicion y velocidad inicial con solo
conocer tres puntos sobre la pardbola. Sin embargo, Gnicamente es posible conocer la posicion y la

velocidad inicial del objeto cuando su tiempo inicial es igual a cero, ya que existe una infinidad de
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tiempos iniciales diferentes de cero para los cuales se les puede asociar una posicion y velocidad inicial.
Observe que la aceleracion es independiente del valor que asuma el tiempo inicial.
Como una aplicacién de lo que hemos mencionado, suponga que deseamos conocer los valores de las

constantes x,,v, y a para los datos que hemos utilizado como ejemplo. Lo que se plantea es sustituir

en la ecuacién 2.5, los tiempos y sus respectivas posiciones de tres puntos de la gréfica, para establecer

un sistema de ecuaciones con tres incognitas. Es decir:

25 () g1
=x0+v01+ QZ

10 O 7=+

= X9+ Vg 2 + (2 2
Al resolver el sistema de ecuaciones,2se observa Que: 250—%9— v,=0 y a=5. En este caso hemos

. L . . =Xxqt vy 3 + 2
considerado, sin pérdida de generalidad, que el tiempo |n|C|aF2t)) es igual a cero. En general, puede ser

asignado cualquier valor positivo para t,, sin embargo, los valores de las constantes x,y v, seran

diferentes para cada tiempo inicial diferente. Para deducir la ecuacién de la parabola utilizando todos
los datos de un experimento se utiliza el método de minimos cuadrados, el cual no sera tratado en este
trabajo.

Evidentemente la ecuacién 2.5 representa una parabola en la que cada término tiene un significado

geomeétrico. La posicion x, es la longitud que existe entre el eje 0 y el cruce de la parabola con el
eje t=t,. La velocidad inicial v,, la aceleracion a y el tiempo }i/nﬁial t,, desplazan al vértice de la
pardbola hacia la derecha o hacia la izquierda del eje vertical, dependiendo del signo que asuma la
relacion:

t, -V, /a 2.6
Si la expresién es positiva, el vértice se desplazara hacia la derecha y se desplazara hacia la izquierda
del eje vertical en caso de que la expresidn sea negativa. Para el caso particular en que la relacion sea

igual a cero, el vértice se ubicara sobre el eje vertical. En este caso t, =v, /a.

El vértice se ubicara arriba o abajo del eje horizontal dependiendo del valor que asuma la siguiente

relacion:
2
X, -V, /22 2.7
Si es positiva, el vértice se ubicard por arriba del eje horizontal; si es negativa, el vértice se hallara por

debajo del mismo vy si la relacion es igual a cero, el vértice coincidir4 con el mismo eje horizontal. En

2 . .
este caso V; = 2a X, . Observe que el signo que asuma la ecuacion 2.7, no depende del valor de t, .
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La direccion en la que abra la parabola dependera del signo que asuma el valor de la aceleracion. Si la
aceleracion es positiva, la parabola tendrd su concavidad dirigida hacia arriba. Si es negativa, su
concavidad se dirigird hacia abajo.

De esta forma, al hacer una combinacién de las constantes , hos podremos dar una idea
del tipo de parabola que estemos tratando. Por ejemplo, si al §usﬁ’mir"alélucrl1as constantes en la ecuacion
2.6 observamos que su valor es negativo, la pardbola ubicard su vértice a la izquierda del eje vertical.
Si al sustituir las mismas constantes en la ecuacion 2.7 observamos que adquiere un valor negativo, el
vértice se encontrara por arriba del eje horizontal. Su concavidad se dirigira hacia arriba, si la
aceleracion es positiva. El punto de cruce de la parabola y el eje vertical se hallara en

X, — Vo t, + at, /2 unidades arriba del origen. Observe la figura 2.12.

Parabola

100

80

Tiempo

Figura 2.12
La ecuacion para esta parabola esta dada por: 5 Sustituyendo en la ecuacion 2.6 se
x _ 3,2, 4t
tiene: cuyo valor es negativo, porlio -cliue el vértice se encontrara a la izquierda del

— 0 5_ s
eje dettas didenadas e dgual forma, al sustituir en la ecuacion 2.7 los valores de la ecuacién de la

parabola, se tiene: cuyo valor es positivo, por lo que el vértice se encontrara
— — _ 366
. . 2, — 2 — , . . .,
arriba del eje de la¥oabdgisas. Observe que la parabola abre hacia arriba ya que la aceleracion es

positiva.
Combinando la ecuacion 2.4 con la 2.5 obtenemos una ecuacién en la que la posicion final no
dependera del tiempo, sino de la velocidad fina, de la velocidad inicial, de la aceleracion y de la posicion

inicial, es decir:

2.8
X =X _|_ UZ_.UZ
Si definimos a la velocidad promedio como la mitad de @ Suma de la velocidad final mas la inicial, se

tiene:
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Por lo que sustituyendo la ecuacion 2.4 en la ecuacion 2.8, se concluye que:

¥ o+ C F O =0)

264/
0 (v oy
)
j— tO
( )( ).
X _ T 7
Finalmente Xot "t 2 TtV
2.10
. X
Ejemplo 2.8 =X + v(t _ to)
Un cuerpo parte del reposo con una aceleracion de a lo largo de una linea recta. Encuentre la
8 m

velocidad del cuerpo, la velocidad promedio y la distancija recorrida después de 8 segundos de haber
iniciado el movimiento.

Solucion:

Al cuerpo comienza a moverse desde el reposo, por lo que su velocidad inicial es de cero. Como en el
momento de accionar el cronémetro no transcurrié ningln tiempo para que se comenzara a mover el
cuerpo, el tiempo inicial también es cero. En consecuencia la velocidad del cuerpo después de 8

segundos es:

oy pal )0, (gm)(gy) _64 R

La velocidad promedio se calcula’dividiendt entre dos la_suma de la velocidad final mas a velocidad
S

inicial, es decir:

Lz 647 0" 5m

. vo= V0= S
La posicion del cuerpo en los primeros 8 gegundos es4gual a: s

2_0,0 8 8 02,2 _256
La distancia recoriield ﬁ’@t(tel_cﬁ@rﬁ'oaég@ﬁajze{: ="+ 0+ MYsHE T - y /= m

La siguiente grafica muestra Iadpzaémigrkg}%éaémmd_eéde ek |2n|506|omdel movimiento hasta el octavo
segundo. Observe en la figura que la grafica corresponde con una parabola en la que depende
cuadraticamente del tiempo. Asi, si el tiempo aumenta el doble de valor, la distancia que recorra
aumentara cuatro veces. Por ejemplo, la distancia que recorra el cuerpo al cuarto segundo es igual a
la cuarta parte de lo que recorra al octavo segundo. La grafica muestra la distancia recorrida por el
cuerpo para estos dos instantes.

Ejemplo 2.9
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En una posicién de alejado del origen, un cuerpo parte del reposo con una aceleracion de
250 m 5=

a lo largo de una linea recta. Calcule el tiempo, la velocidad final, la velocidad promedio y la distancia
cuando el cuerpo pase al origen.

Solucion:

El cuerpo comienza a moverse desde el reposo, por lo que su velocidad inicial es cero. Como en el
momento de accionar el cronémetro no transcurrid ningln tiempo para que comenzara a mover el

cuerpo, el tiempo inicial también es cero. La posicion inicial del objeto es de y se movera
250 m

Gréfica de Posicién en funcion del Tiempo en el MRUA
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en direccion al origen. Es por ello que su aceleracion es negativa. En consecuencia, la posicion final
del cuerpo sera igual a cero ya que es su posicion en el momento de cruzar el origen. El tiempo se

puede calcular haciendo uso de la ecuacion 2.5, es decir:

2 _ 250 0 5 2
Por lo que el tie)rcnr_roxqub ’t’aﬁéa_ébéu‘brap{g éntﬂgzgfar a origemn dsgb (=" /s x 2" =

v 100
La velocidad del cuerpo al cruzar el orlgen— Icula utlllzando es tiempo que tardo en llegar al origen
en la siguiente ecuacion:
m
v_, pat _ 0, (s m)(gg) o _50

Esta velocidad es negativa porque el objeto se d’esplgza de derecha & izquierda, suponiendo que el
movimiento es horizontal. La velocidad promedio se calcula dividiendo entre dos la suma de la velocidad

final mas la velocidad inicial, es decir:

50®m  0m
v=v+UO: S+ S:—Zsm
2 s
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La distancia recorrida por el cuerpo es igual a:

La siguiente gréafica mues‘%r& Ich p_o;!)c!iénlﬁencgé@ﬁ) mésalé_eﬁﬁim] d:e??rg)ommiento hasta que llega al
origen del sistema de referencia Como la aceleracién es negativa, la parabola abre hacia abajo y cruza
el eje vertical justo a los 250 metros del origen. Observe en la gréfica que el cuerpo a seis segundos
se encuentra a 160 metros del origen.

Gréfica de Posicion en funcion del Tiempo para el MRUA.
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Ejemplo 2.10
En una posicion de alejado del origen, un cuerpo parte con una velocidad de y con una
250 m 20 =
aceleracion de a lo largo de una linea recta. Calcule el tiempo que tarda en llegar a lo$ del
5= 500 m
origen, la velocidad final, la velocidad promedio y la distancia que recorre el cuerpo al llegar a ese
punto.
Solucion:
En el momento de accionarse el cronémetro el cuerpo lleva una velocidad de . Como en el
0 m
momento de accionar el cronémetro no transcurrié ningln tiempo para que comenzara a mover el
cuerpo, el tiempo inicial también es cero. La posicion inicial del objeto es de metros y se alejara
250 m

del origen. Es por ello que su aceleracién es positiva. Utilizando la ecuacion 2.5, vemos que al sustituir

los datos tenemos:

t t 2 _ 250 20 t 5 2 _ 500
Para calcuylcafe’fQién‘fpé q‘uéOQaTd%l(erT Iregévf aTos 506nrﬁe(trostn(féq%efh(§s redsoMholiarios términos de la

ecuacion anterior, es decir:

Q—ml;ﬁr(zo m)t _ 250 m _ 0

Resolviendo la ecuacién de segundo g¥ado, se obtigne:
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20 ® 20 ®m 5385 ®m
= s = - (% s9)(— = s— s

Es decir: 2(2.5 m) ; jj

52

20 m 5385 m 3385 m
t_ TS0 B 2SS R 677 s

. . 5 W S . : .
Que es el tiempo que tarda el objeto en alcgnzar los 500 metros alejado del origen. La velocidad del
S S
cuerpo en el momento de llegar por ese punto es:

v v+at—20m+(5m)(677) 5385 M

Esta velocidad es positiva porque el objeto se desplgza de izquierda a derecha, suponiendo que el
movimiento es horizontal. La velocidad promedio se calcula dividiendo entre dos la suma de la velocidad
final mas a velocidad inicial, es decir:

_r_ _5385174 20 = 3693 I

S
La siguiente grafica muestra la pOSICIOZI deI cuerpo désde el inicio del mevimiento hasta que llega a 500

metros alejado del origen. Como la aceleracion es positiva, la parabola abre hacia arriba. Observe en
la gréfica que el cuerpo a 6.77 segundos se encuentra a 500 metros del origen. La distancia recorrida
es de:

d _ _250m
Observe que en la grafica también ls}%-nubelzstrz!lscﬂ?e@ unzﬁ’é’rﬁﬁlo‘de 3.5 segundos, el objeto se
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haya a 350 metros del origen, aproximadamente. Esto se puede comprobar utilizando la ecuacion 2.5,
es decir:
2_2 2 S2
L F == to) + A= t0)/F = 20 BOTEE % 1 O T3S
Es decir:
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x _250m n (20 m/s)(3_5 S) n (5 m/sz)(3.5 5)2/2 _ 350.63 m

Ejemplo 2.11

Un automdvil A parte de la Cd. de México con una aceleracion de en direccion a la Cd. de

3 m
Cuernavaca. Simultaneamente otro automoévil B parte de la Cd. de Cuernavzaca hacia la Cd. de México,
S

con una aceleraciéon de . Si la aceleracion de los automoviles se mantiene constante durante todo
4 m
el viaje y la distancia entre ambas ciudades es de 70 km., encuentre el instante y la posicion en que se
S

cruzaran los automoéviles. ¢Qué distancia recorrié cada uno de los automoéviles antes de cruzarse?
Haga una gréfica para comprobar sus resultados.
Solucién:

Como la aceleracion del automévil A es de y si suponemos que el origen del sistema de
3 m

coordenadas se coloca en la Cd. de México, observamos que la posicion inicial de este automovil es
S

de cero. Para el automdévil B la aceleracién es de ya que se desplaza en sentido contrario al
4 m

movimiento del auto A y su posicion inicial seria de 70°km, con respecto al mismo sistema de referencia.
S

Asi, las ecuaciones para el movimiento de ambos automoviles considerando que , son:

t0:0

Xq = +v (t—t0)+aA(t—t§2=(3 m)t;-

XnA A
0 :)0 s

_ v t t 7= _70000m msz
En el cruce, las p%§icTon@%ﬁnalggmle(amlg&-lél‘}t%qfnévilogh son iguales. 50r+04tan 0, ambas ecuaciones
<«

. , . 2
se igualaran, es decir: s

(—3—#91—)—&2=70000m+( 4m)1;2

Despejando el tiempo, se tiene: 522 —
52

t_ |2_70000m - |140000m _ 141425

*
Que corresponde al instante en que seZréizan los autonYovies. La posicion de los automdviles se puede

encontrar sustituyendo el tiempo en cualgtiiera de las dossécuaciones que la calculan:

De igual forma: X4 = (3 m/s) (141.42)2/2 _ 30 000 m _ 30 km

0,000 . 4 14142 , 2 30 00 . 30 km. ., . .
Observe que ambosxgsaIZados cé?nmden"il,ésﬁ)(e se erbcﬁ,{erﬁran en ?ar?nsma p(T)rélmon. Las distancias

qgue recorren ambos autos son:
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d, = | =130, 000m 0 m!=30000m_30km
- X g

0a

dy = | _ |=|30? 000 m _ 70 000 ml = 40 000 m _ 40 km

Op
Por medio de una grafica se puede comprobar estos resultados. S6lo se necesita trazar las parabolas

gue representan el movimiento de los automoviles. El cruce de ambas curvas corresponde al cruce de

los automoviles.
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Las velocidades de ambos autos en el momento del cruce son:

m
+at=0+ (3 m) (4142 ) = 42426 ~

s2

Y YA = a

m
+ag t_0,( 4 m)(q149 ) = 56568
Estos resultados no concuerHaﬁ con la realidad ya gue son muchos metros |85 que se recorren en un

segundo. De hecho no hay automéviles que puedan recorrer tanta distancia en tan poco tiempo. Este

ejemplo sirve para ilustrar la forma como se utilizan las ecuaciones para este tipo de movimientos.

Ejemplo 2.12

Un automovil A parte de la Cd. de México con una aceleracion de en direccion a la Cd. de
3 m

Cuernavaca. Después de 30 segundos otro automavil B parte de la Cd. de Cuernavaca hacia la Cd. de
S

México, con una aceleracién de . Si la aceleracion de los automoéviles se mantiene constante
4 m

durante todo el viaje y la distancia entre ambas ciudades es de 70 km., encuentre el instante y la
S
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posicion en que se cruzardn los automoviles. ¢Qué distancia recorrié cada uno de los automoviles
antes de cruzarse? Haga una grafica para comprobar sus resultados.

Solucioén:

Como la aceleracién del automovil A es de y suponemos que el origen del sistema de coordenadas
3 m
se coloca en la Cd. de México, observamos que la posicion inicial de este automovil es de cero. Para
S

el automavil B la aceleracion es de ya que se desplaza en sentido contrario al movimiento del
4 m
auto A'y su posicion inicial seria de 70 km, con respecto al mismo sistema de referencia. Los tiempos
S

iniciales de ambos automoviles son diferentes debido a que el auto B comienza su movimiento 30
segundos después de iniciado el movimiento del auto A, por lo que el auto B lleva 30 segundos de
movimiento menos que el auto A. Asi, las ecuaciones para el movimiento de ambos automoviles

considerando que , son:

Xq = +v OA (t_to)‘l'aA(t_tgz-:(B m)gz-

e s

70 000 m ., 30
En el cruce fas wgélé'one_zg)ﬁngles ﬁg)aﬁlﬁléé autq;p))z\/les son iguales. Ig‘or lo {ant%(ambagi ecuaciones

se igualaran, es decir:

_70000m , _4m o t 30 S

2N\42
Despejando el tiempo, se(tiené )t /

(—7—#&#( m) 68 200 m _ 0

Resolviendo la ecuacién de segundsg grado gd de la formulac general, se tiene:
120 # 120 ® 984 48 w
t_ 5 = — 2= _ =+ < = 15778s

7 m
Que corresponde al instante en q&é §e%r zan los automaviles. La posicion dg los automoviles se puede

encontrar sustituyendo el tiempo en CLfanwera de las dos ecuaciones que Ia calculan:

De igual forma: Xy = ( % (157 78)2/

37 34179 m

778 30 37 3445
Observe que ambos; Fesultagos no (c 0|n¢ﬁfé|6 el todo—ya Sqﬁe( e 'se han conS|derado todos los
decimales: sin embargo se puede decir que se encuentran en la misma posicion. Las distancias que

recorren ambos autos son:

d, =1 |—|3734179m oml=3734179m

X
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Y

_ | | _ | | _ 3265545 m
Por medio de una g%ic?a 39 pweode Eor‘?ﬁ%rvb%\%%éfbg}esma%%%élb se necesita trazar las parabolas
B
gue representan el movimiento de los automéviles. El cruce de ambas curvas corresponde al cruce de

los automoviles.

Grafica de Posicion en funcién del Tiempo en el MRUA.
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Figura 2.17
Vemos que el tiempo necesario para el cruce es mayor que en anterior caso.

Las velocidades de ambos autos en el momento del cruce son:

m
cra,t=04 (3 m)Gs778 9 = 47334

Vy =
S

Y Yo
52

+agle , )=0 +( 4 m) (15778s 305 =-51112 %

Estos resultadoana d’c@ﬁcuerdan‘cé@BIa realidad yasgue son muchos metros los que se recorren en un
segundo. De hecho no hay automoviles que puedan recorrer tanta distancia en tan poco tiempo. Este
ejemplo sirve para ilustrar la forma como se utilizan las ecuaciones para este tipo de movimientos.
2.5 Tiro vertical y caida libre
El tiro vertical y la caida libre es parte del movimiento rectilineo uniformemente acelerado. La Unica
diferencia consiste en que la aceleracion con la que su mueve un cuerpo es con la aceleracion de la
gravedad y su trayectoria es una linea vertical. De este modo, las ecuaciones para este tipo de
movimientos son:

y=3’0‘|‘170(t—t0)'|‘g(t—§z i

2.12

Y = 3o + 7
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TR 2.13

to
2.14
D= '5170
2.15
Por convencién vamos a considerar que si eiycuerpo Sidbe, la velocidad es positiva y si baja, sera

negativa. Si el cuerpo se encuentra arriba de la superficie, la posicién sera positiva y negativa en caso

contrario. De esta forma, la aceleracién de la gravedad tendra el valor de . Este valor nos indica
98 m

que cuando el cuerpo suba, la velocidad descendera y cuando baje, aumentara,. , €s la posicion

y la velocidad inicial al instante , el cual se conoce como tiempo inicial. y esla goé"n:ién y velocidad

del cuerpo al instante . es Id%elocidad promedio. Yo

Ejemplo 2.13 Lo

Se lanza un objeto con una velocidad de 20 Calcule el tiempo que tarda en alcanzar la altura maxima
R

y la altura maxima, al igual que el tiempo y la velocidad del cuerpo al momento de llegar al piso.

Solucion:

Como el cuerpo se comienza a mover en el momento de accionar el cronometro, y la velocidad

inicial es de . Como se lanza el cuerpo desde la superficie de la tierra, to Sera igual a cero.

20 =
Si queremos Yonocer el tiempo que tarda en alcanzar la altura maxima, debemos d& considerar gue la

velocidad final en ese momento es igual a cero. En consecuencia, el tiempo que tarda el objeto en

alcanzar la altura maxima es igual a:

0_20_m
t_ Vs _ = _204

g . 98 m 2 .
Con este dato se puede calcular la altura maxima;, por ngedlo de Ia%lgwente ecuacion:
S

/2 _0 n (ZOm/S)(Z_Oél- s) n (_9_8 m/sz)(2.04 S2

Y=y +vot—to) +9(¢ —¢
Por lo tanto: - 0( 0) ( %) %
20m 2 04 s 204 s 2041 m
El tiempo que tarda erTIIed'aQ &0 al p}s‘b e calcdézs)lgponieoéé gue la posicion final del cuerpo

en el suelo es igual a cero. Al hacer uso de la ecuacion 2.5 se tiene:

Factorizando, tenemos: S 252

t(20m ( \t) 0
FC 98 #/ 7 =
S 7 .

52

Es decir:
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20m (79-8—@4-)1_0
s + 252

Despejando, obtenemos:

t_—20% 4085

Como era de esperase, este resultado es igtrgl-%l Jfé;oble del tiempo empleado para que se alcance la
altura maxima. ’

La velocidad con la que llega al suelo el objeto debe ser igual a la velocidad con la que se lanz6 pero
con signo negativo debido a que esta cayendo el objeto. Esto se puede comprobar utilizando la

ecuacion 2.4 para calcular la velocidad final, es decir:

m m m m m
v =v,+ gt =20 ?—(9.8 S—Z)(4.O8s)=20 40 —=-20

Gréfica de la Altura en funcién del Tiempo.
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Observe en la gréfica que el cuerpo llega a la altura méaxima alrededor de segundo segundo, que
coincide con los resultados obtenidos anteriormente. De igual forma, la llegada a suelo esta alrededor
del cuarto segundo. Para el tiro vertical y la caida libre, la parabola siempre abrird hacia abajo.
Ejemplo 2.14

Desde un edificio de 60 metros se lanza un objeto con una velocidad de . Calcule el tiempo que
20 =

tarda en alcanzar la altura maxima y la altura maxima, al igual que el tiempo ¥ la velocidad del cuerpo

al momento de llegar al piso.

Solucion:

Como el cuerpo se comienza a mover en el momento de accionar el cronémetro, y la velocidad
_0

inicial es de . Como se lanza el cuerpo desde un edificio de 60 metrot§, Ta posicién inicial

20 =
Yo = : : o
corresponderd’a esa altura. Si queremos conocer el tiempo que tarda en alcanzar la altura méxima,
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debemos considerar que la velocidad final en ese momento es igual a cero. En consecuencia, el tiempo

gue tarda el objeto en alcanzar la altura maxima es igual a:

0_20_m
t _Y—pp _ = _204 1

g .98 m 2 .
Con este dato se puede calcular la altura maxima, por rgedlo de IaSS|gwente ecuacion:
S

S 2
y Yo vo(t to) g(t to)z/Z 60 m (ZOm/s)(2_04s) (9.8m/52)(2.04%
Por lo tanto:

_ 0, 20m,sy,204s\ , , 98m, 27,2045 2,2 _8041m
El tiempo que tarda)én‘lledéu( al pléo)ge' calclii Euponleﬁdo)&ue la poélcﬁn final del cuerpo en el suelo
es igual a cero. Al hacer uso de la ecuacion 2.11 se tiene:

y:60m_l_(21)111‘>t_{_(478—444-)—(£ 0

Reordenando términos, tenemos: s 252

., (_49111) t2+(20m)t+60m:0 , |
La cual es una ecuacion de segundo grado que se reguelve empleando la férmula general, se tiene:
s

20 W 20 1 | 3969 W
t:—ﬁ_@%@—ﬁﬁ-?—él-(—él—g—ﬁﬁwéé)—mj: Si : 526_095

2 g ) S 98 m _
Observe que para obtener el resulth® escogié el signo negativo para que el cociente con la
S
SZ

gravedad sea positivo.

La velocidad con la que llega al suelo se puede calcular utilizando el tiempo anterior, es decir:

m m m m m
v=vo+gt=20 —- (9.8 s_z) (6095) =20 ——59.69 — = —39.69 —

Gréfica de Altura en funcién del Tiempo.
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Observe en la gréfica que al igual que en el ejemplo anterior, el cuerpo llega a la altura maxima
alrededor del segundo segundo, que coincide con los resultados obtenidos anteriormente. El tiempo de
llegada al suelo es de cerca de seis segundos, el cual es mayor que en el ejemplo anterior debido a

gue se lanza desde una altura de 60 metros.

Ejemplo 2.15

Desde un edificio de 60 metros se lanza hacia abajo un objeto con una velocidad de - 0w Calcule el
m

tiempo y la velocidad con la que llega al piso. s

Solucion:

Como el cuerpo se comienza a mover en el momento de accionar el cronémetro, y la velocidad

inicial es de . La velocidad es negativa debido a que se lanza hacia aﬁ&jg el objeto. Como

20 =
Vo = — i L P
se lanza el cerpo desge un edificio de 60 metros, la posicién inicial correspondera a esa altura. El

tiempo que tarda en llegar al piso se calcula suponiendo que la posicion final del cuerpo en el suelo es

igual a cero. Al hacer uso de la ecuacion 2.11 se tiene:

y:60m+< mm)t (—w—mlé_o

Reordenando términos, tenemos: s 252

5 (_49m) t2+(_20m)t+60m=0 , _
La cual es una ecuacion de segundo grgdo que Se resyelve empleando la formula general, se tiene:
S

20 m 20 m 3969 #
t:fgi(zwﬁh—ﬁ—ﬁ—rﬁyﬂé@—mj: s+ _200s

utto ) e ot s e S o o
Observe que para obtener el reswltddd escogio el signo negafivo pbgra gue el cociente con la
52

gravedad sea positivo.

La velocidad con la que llega al suelo se puede calcular utilizando el tiempo anterior, es decir:
v =1, + gt =—20 E—(98 ﬁ)(200 §)=-20 21969 B = 3969 =
“Phorgt= s sz a s s s

Note que este resultado es similar al del ejemplo anterior. En conclusion, la velocidad con la que un
cuerpo llega al piso, es la misma si se lanza hacia arriba o hacia abajo, siempre y cuando se lance con

la misma velocidad.
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Gréfica de Altura en funcién del Tiempo.
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2.6 Tiro Parabdlico
El movimiento de un cuerpo en una superficie plana es un movimiento en dos dimensiones. Para
localizar el cuerpo se requieren, en general, dos coordenadas. Los proyectiles son un ejemplo de
movimiento en dos dimensiones. Se llama proyectil a cualquier objeto que es lanzado por algin agente
y que continla en movimiento en virtud de su propia inercia, siguiendo una trayectoria determinada por
la fuerza gravitacional que actta sobre él. Una bola disparada por un cafién, una piedra lanzada al aire
0 una pelota que cae por el bordo de una mesa, son casos particulares de proyectiles.
El camino seguido por un proyectil se denomina trayectoria. Los proyectiles describen trayectorias
curvilineas, las cuales pueden descomponerse en una componente haorizontal y en otra vertical. En la
direccion horizontal el proyectil se mueve con velocidad constante, recorriendo distancias iguales en
iguales intervalos de tiempo. No hay aceleracion en la direccion horizontal del movimiento. En cambio,
en la direccion vertical, la velocidad sufre cambios, es decir, por la presencia de la gravedad de la tierra,
el objeto experimenta una aceleracién en la direccion vertical.
Es interesante mencionar que la componente horizontal del movimiento de un proyectil es totalmente
independiente de la componente vertical. Cada una de ellas actia de manera independiente. Sus
efectos combinados producen toda la gama de trayectorias curvas que describen los proyectiles. Por
ello, la trayectoria de un proyectil se puede analizar considerando por separado su componente
horizontal y vertical.
La trayectoria que describe un proyectil que sélo se acelera en la direccion vertical, moviéndose con
velocidad horizontal constante, se llama parabola. Cuando no es posible despreciar la resistencia del
aire, las trayectorias no son parabdlicas. Supondremos que podemos ignorar el efecto que produce el
aire en estos movimientos.
En el tiro parabdlico la velocidad en la direccién horizontal de la trayectoria seguida por el proyectil, es

constante, por lo que el movimiento en esta direccion puede ser descrito completamente por las
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ecuaciones correspondientes al Movimiento Rectilineo Uniforme. Para la posicién horizontal del
proyectil, se tiene:

X =X+ ve(t —tp) 2.16
donde: xyes la posicion horizontal del cuerpo al instantet,, a esta posicién se le conoce con el hombre
de posicion horizontal inicial; xes la posicion horizontal del cuerpo al instante t y se le conoce como
posicién horizontal final;v, es la velocidad del proyectil en la direccion horizontal, la cuél se considera
constante.

Asimismo, la velocidad del cuerpo en la direccién horizontal, est4 dada por la siguiente ecuacion:

Uy =Vgcos 6 2.17
donde: v,y 6, son la rapidez y el &ngulo inicial con el que es disparado el proyectil, respectivamente.
De igual forma, en la direccion vertical, el movimiento del proyectil es con aceleracion constante por lo
gue su posicién y velocidad pueden ser descritas a través de las ecuaciones correspondientes al

Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado. Las ecuaciones para la posicion vertical son:

2
Y = Yo+ vo, (t — o) + g (t — - 2.18
— 1]32’_1;531
Y=o+ 2.19

(vy+v0y)(t—t0)

y =Y+ B 2.20
donde: y, es la posicion vertical del cuerpo al instante t, o al comienzo del movimiento, a esta posicion
se le conoce con el nombre de posicion vertical inicial; yes la posicion vertical del proyectil al instante t
y se le conoce con el nombre de posicion vertical final;v,, es la velocidad vertical del objeto al comienzo
del movimiento o al instantet,, y se le conoce como velocidad vertical inicial; v, es la velocidad vertical
del proyectil al instante t y se le conoce como velocidad vertical final.

La velocidad vertical inicial esta dada por la siguiente relacion:

Vo, = vosent, 2.21
donde: v, y 6, son la rapidez y el angulo inicial con el que es disparado el proyectil, respectivamente.
La velocidad vertical final puede ser calculada por medio de la ecuacion:

v, =V send 2.22

y
donde: v y 6 son la rapidez y el angulo con el que se desplaza el proyectil al instante t. De igual

forma esta velocidad esté& expresada en funcion del tiempo a través de la siguiente igualdad:

v, = vgsenby + g(t — to) 2.23
Por medio de esta ecuacién podremos calcular la velocidad del proyectil en la direccion vertical con
s6lo conocer el tiempo de vuelo, al igual que la rapidez y angulo inicial.
La rapidez v, del proyectil al instante t, o rapidez inicial es igual a la magnitud de la velocidad inicial,

es decir:
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vy = /vf + vgy 2.24

y el angulo 8, que forma la velocidad inicial con la horizontal en dicho instante esta dado por:
(%
tan 6, = % 2.25

La rapidez v del proyectil al instante t o rapidez final es igual a la magnitud del vector velocidad, es

v = /v£+v§ 2.26

y el angulo 8 que forma el vector velocidad con la horizontal en dicho instante esta dado por:

decir:

tand =2 2.27

Vx
El vector velocidad es tangente a la trayectoria de la particula en todos sus puntos.
Las ecuaciones 2.16, 2.17, 2.21 y 2.18 determinan a x y a y en funcion del parametro comun (t — t;)
que es el tiempo de vuelo. Combinandolas y eliminando a (t — t,), obtenemos:
y =Y + (tan6p)(x — x,) + m (x — x)? 2.28
gue relaciona a y con x , siendo la ecuacion de la trayectoria del proyectil.
Como x4 ,y0, 60, Vo Y g SON constantes, la ecuacion anterior corresponde a la ecuacion de una

parabola. En consecuencia, la trayectoria de un proyectil es parabdlica. Es prudente aclarar que en

todo el desarrollo, hemos considerado que el valor de la aceleracion de la gravedad es igual a g =

-9.8 smz El signo negativo nos indica que el movimiento del proyectil hacia arriba es desacelerado y

hacia abajo es acelerado. Bajo estas circunstancias, toda parabola que describe el movimiento de un
proyectil, tendrd su concavidad dirigida hacia abajo.

La ecuacion 2.28 nos indica que un proyectil puede ser lanzado con la misma rapidez inicial pero con
angulos diferentes. La velocidad vertical inicial es mayor para un angulo de lanzamiento mayor y
viceversa. El hecho de que la componente vertical de la velocidad inicial sea mayor, se traduce en una
trayectoria mas elevada. En este caso, los proyectiles alcanzan mayores alturas. Por supuesto, cuando
el &ngulo es menor, el objeto permanece en vuelo durante menor tiempo.

De igual forma, esta ecuacién nos indica que un proyectil puede ser lanzado con el mismo angulo inicial
a diferentes rapideces. En esta situacion, las velocidades iniciales, tanto horizontal como vertical, seran
mayores conforme aumente el valor de la rapidez inicial. En consecuencia, la altura y el alcance logrado
por el proyectil también aumentaran.

Si el origen del sistema de coordenadas se fija en el sitio en el que se dispara el proyectil, los valores
de x, Yy y, serian iguales a cero, coincidiendo el origen del sistema de coordenadas en el punto donde

el proyectil se dispara. En esta situacion, la ecuacion 2.28 se simplifica a:

y = (tan Oy)x + —2——x?2 2.29

2(vg cos By)?
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Si la resistencia del aire es lo bastante pequefia para que podamos despreciarla, el proyectil alcanzara

su maxima altura en un tiempo igual a:

vosenby

t0——— 2.30

9 max

donde t,,, €S el tiempo que tarda el proyectil en alcanzar la altura maxima. La velocidad del proyectil
en la direccion vertical es cero cuando alcanza la altura maxima. En consecuencia, la rapidez del
proyectil a esa altura sera minima. El proyectil regresara a la misma altura empleando el doble de
tiempo. Esto se debe a que la desaceleraciéon debida a la gravedad cuando el proyectil va hacia arriba,
es igual a la aceleracion producida por la gravedad cuando va hacia abajo. La rapidez que pierde al
subir es, por tanto, igual a la rapidez que adquiere al bajar, de modo que el proyectil llega al mismo
nivel con la misma rapidez.

La altura méxima alcanzada por el proyectil se calcula por medio de la siguiente expresion:

vZsen?0,

y0 2.31

29 max
El méximo valor de y,,,,€s cuando el proyectil se lanza verticalmente ya que 8, = 90°, senf, = 1y

yoﬁmax. Si se lanza horizontalmente, 8, = 0° y la altura maxima seria igual a y,.

Como la componente horizontal de la velocidad del proyectil permanece constante durante todo el
vuelo, la distancia horizontal alcanzada, es decir el alcance, es igual al producto de esta velocidad por

el tiempo que tarda el proyectil en llegar a la misma altura a la que fue lanzado, es decir:
2
R=|x—2x| = —%’senZBO 2.32

Al valor de R se le conoce como alcance. Notamos que el alcance es maximo cuando 8, = 45°, ya
gue el maximo valor que puede tener el seno de un angulo es 1, cuando el angulo es de 90 grados.
Puesto que sen26, = sen(180° — 26,), se concluye de la ecuaciéon 2.32 que existen dos valores
diferentes de los dngulos iniciales para los cuales se obtiene el mismo alcance. La relacién entre ambos
angulos esta dada en la siguiente igualdad:

6y + 6, = 90° 2.33
Esta ultima relacién nos indica que un proyectil tendra el mismo alcance bajo la misma rapidez inicial
cuando la suma de los angulos de disparo sea igual a 90 grados. Por ejemplo, un objeto lanzado a un
angulo de 30 grados tiene el mismo alcance gue un objeto lanzado con la misma rapidez inicial, pero a
un angulo de 60 grados. Como se menciong, el alcance es maximo cuando el proyectil es lanzado a 45
grados de inclinacion. Asi, para angulos menores a 45 grados, un proyectil tendrd mayor alcance
conforme el angulo de disparo aumente. Para angulos mayores a los 45 grados, el alcance disminuira
conforme el angulo de disparo aumente.
Para que un proyectil logre que la altura méxima alcanzada sea igual a su alcance, el &ngulo de disparo

o inicial debe ser igual a 76 grados aproximadamente, es decir: 8, = 76°.
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Por otra parte, si el angulo 6, esta por debajo de la horizontal como, por ejemplo, en el movimiento de
una pelota después de abandonar un plano inclinado, se aplican las mismas ecuaciones, con la
diferencia de que el &ngulo de partida o inicial es negativo. En esta situacion, la componente horizontal
de la velocidad permanece inalterada e igual a v, cos 8,. El movimiento vertical es similar al de un
cuerpo lanzado hacia abajo con una componente vertical de la velocidad dada por vysenf,, que es
ahora una cantidad negativa.

Finalmente, la rapidez final es igual a:

2.34
v _ !

Que corresponde con la magnitud del vector velocitlad, ceocida como rapidez.
Ejemplo 2.16
Un proyectil es lanzado con una rapidez inicial de v, = 40 ? , formando un angulo de 6, = 60°. Calcule:
a) El tiempo que tarda en llegar a la altura maxima, b) La altura maxima, El tiempo que tarda en llegar
al suelo, d) La rapidez con la que llega al suelo y d) El alcance. Haga una gréafica que represente la
trayectoria del proyectil y una grafica de la posicion vertical y horizontal en funcion del tiempo.
Solucion:
Las velocidades iniciales tanto horizontal como vertical se calculan por medio de las siguientes

ecuaciones:

v, = vy Cos B = (40 ?) Cos 60° = (40 ?) £ (0.5) = 20 ?

m m m
— — - 0_— _ — —
vy, =g Sen O = (40 S) Sen 60° = (40 S) « (0.8660) = 34.64 —
Para conocer el tiempo que tarda en llegar el proyectil a la altura maxima se debe suponer que la
velocidad final vertical es igual a cero, es decir v, = 0 . En consecuencia:

Vy

—v, 0-3464 %
? = - =3.534 s
9 ~9.8

t =

Para calcular la altura maxima se utiliza el tiempo utilizado para alcanzarla por medio de la siguiente

ecuacion:

2
s
Ymax = Yo + o, (t —to) + g(t — t0)?/2 = 0+ (34.64 m/s)(3.534 s) + (—9.8 m/s?)(3.534 -

Es decir:
Ymax = 12242 m —61.2 m = 61.2 2m
Que corresponde con la altura maxima que alcanza el proyectil.

La distancia recorrida en el momento de alcanzar la altura maxima es igual a:

m
Xx=2xy+v,t=0+ (20 ;) (3.534 5) = 70.68 m
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Para conocer el tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo, es necesario suponer que la posicion
vertical final del cuerpo en el suelo es cero. Con esta suposicion, utilizaremos la ecuacién siguiente:
Y= Yo +vo,(t—to) + gt —t0)?/2 =0+ (34.64 m/s) t + (—9.8 m/s?) t?/2 =0

Sacando factor comuUn:

t (34.64 ?+ (—9.8 E) 5) ~0

s2/ 2
Por lo que
—2x34.64 —69.28 % 207
= = = /. S
—98 1 98
S S

Que corresponde al tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo.
Para calcular la velocidad vertical con la que llega el proyectil al suelo, debemos utilizar el tiempo que

hemos calculado anteriormente, en la siguiente ecuacion:
m m m m m
vy =vy +9gt=3464 ——98 =*7.075=3464 ——69.28 —=—-34.64 —
y S N S S S

En consecuencia, la rapidez final es igual a:

m? m?
v= [vZ+ vy = \/(20 m/s)? + (—34.64 m/s)? = [400 e +1199.93 -z = 40

m
S

Observe gue es la misma rapidez con la que fue lanzado.
El angulo con el que llega al seulo se puede calcular por medio de la siguiente ecuacioén:

m
—34.64 —
- S

m) =
s

v
0= tan‘l(v—y) = tan~1( —60°

X

Observe también que este angulo corresponde al angulo con que fue lanzado. Este resultado es valido
cuando el proyectil se encuentra a la misma altura a la que fue lanzado, es decir, si la altura es diferente,
la velocidad y el angulo seréa diferente al angulo y velocidad al que fue lanzado. A iguales alturas,
iguales velocidades y angulos.

El alcance logrado por el proyectil es igual al producto de la velocidad horizontal por el tiempo que tarda
el proyectil en llegar al suelo, es decir:

R=x—xy=v,t =20 m/s) *(7.07 s) = 1414 m

La gréfica siguiente muestra la trayectoria del proyectil. Observe en la gréafica que el alcance y la altura
méxima corresponde con los valores obtenidos tedricamente. De igual forma se observa que la

distancia recorrida por el proyectil al alcanzar la altura maxima es igual a la mitad del alcance.
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Grafica de la trayectoria del proyectil.
70 -

60

50

40

30

20

10

Y T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

X

Figura 2.21
Ejemplo 2.17

Un proyectil es lanzado con una rapidez inicial de v, = 40 ? , formando un angulo de 6, = 30°. Calcule:

a) El tiempo que tarda en llegar a la altura maxima, b) La altura maxima, El tiempo que tarda en llegar
al suelo, c) La rapidez con la que llega al suelo y d) El alcance. Haga una grafica que represente la
trayectoria del proyectil y una grafica de la posicion vertical y horizontal en funcion del tiempo.
Solucion:

La velocidad inicial horizontal y vertical se calculan por medio de las siguientes ecuaciones:

m 0 m m
v, = vy Cos By = (40 ?) Cos 30° = (40 ;) * (0.8660) = 34.64 —

vy, = vo Sen B = (40 ?) Sen 30 = (40 ?) £ (0.5) = 20 ?

Para conocer el tiempo que tarda en llegar el proyectil a la altura maxima se debe suponer que la

velocidad final vertical es igual a cero, es decir v, = 0 . En consecuencia:

vy — U 0—20%
t= ? = = 2.04 s
9 -9.8 =
S

Para calcular la altura maxima se utiliza el tiempo utilizado para alcanzarla por medio de la siguiente

ecuacion:

2
s
Ymax = Yo + o, (t —to) + g(t — t0)?/2 =0+ (20 m/s)(2.04 s) + (—9.8 m/s?)(2.04 -

Es decir:
Vmax = 40.81 m — 20.40 m = 20.41m
Que corresponde con la altura maxima que alcanza el proyectil.

La distancia recorrida en el momento de alcanzar la altura maxima es igual a:
m
d=|x—x| = vyt = |(34.64 ?) (2.04 s)| = 70.68 m
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Para conocer el tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo, es necesario suponer que la posicion
vertical final del cuerpo en el suelo es cero. Con esta suposicién, utilizaremos la ecuacién siguiente:
Y =Yo+vo,(t—to) + gt —t0)?/2=0+ (20 m/s) t + (9.8 m/s?) t?/2 =0
Sacando factor comun:
t (20 i (98 5) 5) =0
S s</ 2
Por lo que:

—40
t =—==4.08s
-9.8

KREIEE

Que corresponde al tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo. Que en este caso es igual al doble
del tiempo requerido para alcanzar la altura maxima.

Para calcular la velocidad vertical con la que llega el proyectil al suelo, debemos utilizar el tiempo que
hemos calculado anteriormente y sustituirlo en la siguiente ecuacion:

m m m m m
vy =V +gt=20——9.8—2*4.085=20 ——40 —=-20 —
y S N S S S

En consecuencia, la rapidez final es igual a:

v=+ /vf + v = +/(34.64 m/s)? + (=20 m/s)?

m?2 m?2 m
v=+ [400 — 4+ 1199.93 — =40 —
52 52 s

Observe que es la misma velocidad con la que fue lanzado.

El angulo con el que llega al suelo se puede calcular por medio de la siguiente ecuacion:

m
v T

0 =tan () = tan‘l(—s;n) = -30°
Ux 34.64 5

Observe también que este angulo corresponde al angulo con que fue lanzado. Este resultado es valido
cuando el proyectil se encuentra a la misma altura a la que fue lanzado, es decir, si la altura es diferente,
la velocidad y el angulo seréa diferente al angulo y velocidad al que fue lanzado. A iguales alturas,
iguales velocidades y angulos.

El alcance logrado por el proyectil es igual al producto de la velocidad horizontal por el tiempo que tarda

el proyectil en llegar al suelo, es decir:
m
R =x—x, = vt = (34.64 ;) % (4.08 5) = 141.33 m
Este alcance es idéntico al alcance logrado al lanzar el proyectil con un angulo inicial de 60 grados.

Este resultado muestra que dos proyectiles logran el mismo alcance cuando sus angulos de

lanzamiento cumplen la condicion de que la suma de estos angulos es igual a 90 grados.
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La gréfica siguiente muestra las trayectorias de los proyectiles. Observe en la gréfica que el alcance es
el mismo. De igual forma se observa que la distancia recorrida por el proyectil al alcanzar la altura
maxima es igual a la mitad del alcance. Debemos aclarar que el proyectil que es lanzado con menor
angulo logra el alcance maximo en menor tiempo que el que es lanzado con mayor angulo. Esto quiere
decir que cuando llegue al suelo el proyectil que es lanzado con mayor angulo, el otro proyectil ya se
encuentra en ese lugar. La diferencia entre uno y otro proyectil es la altura maxima alcanzada.
Dependiendo de lo que se busque al lanzar un proyectil, es el angulo con el que se lance. Esta situaciéon
es ideal debido a que no se considera el viento, el cual puede afectar la trayectoria del proyectil. No se
tiene por objetivo considerar este factor por lo que la solucién a este tipo de problemas no es parte de
este apunte. Reiteramos que la condicién para que se logre el mismo alcance, es que la suma de los
angulos de disparo debe ser igual a 90 grados. Si la suma no coincide, los alcances seran diferentes.

Gréfica de la trayectoria seguida por el proyectil
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Figura 2.22

Ejemplo 2.18

Desde un edificio de 50 metros de altura, un proyectil es lanzado con una rapidez inicial de v, = 40 % ,
formando un angulo de 6, = 60°. Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar a la altura méaxima, b) La
altura maxima, c) El tiempo que tarda en llegar al suelo, d) La velocidad con la que llega al suelo y d)
El alcance. Haga una gréafica que represente la trayectoria del proyectil y una gréafica de la posicién
vertical y horizontal en funcién del tiempo.

Solucion:

La velocidad inicial horizontal y vertical se calculan por medio de las siguientes ecuaciones:

v, = vy Cos By = (40 ?) Cos 60° = (40 ?) «(0.5) = 20 %

m 0 m m
vy, =y Sen B, = (40 ?) Sen 60° = (40 ?) « (0.8660) = 34.64 —
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Para conocer el tiempo que tarda en llegar el proyectil a la altura maxima se debe suponer que la
velocidad final vertical es igual a cero, es decir v, = 0 y ademas se debe suponer que la altura inicial
del proyectil es de 50metros. En consecuencia:

vy — Vo 0—34.64 —
t = Y = = 3.534 S
9 -98 =

Para calcular la altura maxima se utiliza el tiempo utilizado para alcanzarla por medio de la siguiente

ecuacion:

2
s
Ymax = Yo + o, (t —to) + g(t — to)?/2 = 50 m + (34.64 m/s)(3.534 s) + (—9.8 m/s?)(3.534 -

Vmax = 12242 m—61.2 m =111.2 2m
Que corresponde con la altura maxima que alcanza el proyectil.

La distancia recorrida en el momento de alcanzar la altura maxima es igual a:
d = |x — x| = |vet] = |(20 ?) (3.534 5)| = 70.68 m
Para conocer el tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo, es necesario suponer que la posiciéon
vertical final del cuerpo en el suelo es cero. Con esta suposicion, utilizaremos la ecuacién siguiente:
Y = Yo +vo,(t —to) + gt —t0)?/2 =50 m+ (34.64 m/s) t + (—9.8 m/s?) t?/2 =0
Reordenando términos:
(-9 Sﬂz) t2 + (34.63 ?) t+50m=0

Por lo que esta ecuacion se resuelve con la formula general:

~34.64 T+ /(3464 m/s)? — 4+ (—49 m/s?) * (50 m) —34.64 14669

t = =
m m
Es decir:
—34.64 %—46.69 % ~81.33 %
£ = - — 8298 s
—98 2 —98 2
S S

Que corresponde al tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo.
Para calcular la velocidad vertical final con la que llega el proyectil al suelo, debemos utilizar el tiempo

que hemos calculado anteriormente, en la siguiente ecuacion:
m m m m m
v, =vy +9gt=3464 ——98 — 8298 s=34.64 ——8133 —=-46.69 —
4 S S S S S

En consecuencia, la rapidez final es igual a:

2 2
= [v2 +v2 = J(20 m/5)? + (—46.69 m/s) = 400 = +2179.96 = = —50.79 —
v= vy +vy =420 m/s)? + (—46.69 m/s)* = =+ 96 — = =5079 —
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Se tomo el signo negativo porque el cuerpo cae. Observe que es la misma velocidad con la que fue
lanzado.

El angulo con el que llega al suelo se puede calcular por medio de la siguiente ecuacion:

v, ~46.69 T
6= tan_l(v—) = tan™'(———7=>) = —68.07°
5 m
S

El alcance logrado por el proyectil es igual al producto de la velocidad horizontal por el tiempo que tarda

el proyectil en llegar al suelo, es decir:
m
R=|x— x| = |vyt] = |(20 ?) * (8.298 s)| = 165.95 m

La gréfica siguiente muestra la trayectoria del proyectil. Observe en la gréfica que el alcance y la altura

maxima corresponde con los valores obtenidos tedricamente.

Gréfica de la trayectoria seguida por el proyectil
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Ejemplo 2.19

Desde un edificio de 50 metros de altura, un proyectil es lanzado hacia abajo con una velocidad inicial
de v, =40 % , formando un angulo de 8, = —60°. Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar al suelo, b)
La velocidad con la que llega al suelo y c¢) El alcance. Haga una gréafica que represente la trayectoria
del proyectil.

Solucion:

Como el proyectil es lanzado hacia abajo, el angulo de disparo se considera negativo. La velocidad

inicial horizontal y vertical se calculan por medio de las siguientes ecuaciones:

v, = vy Cos Oy = (40 ?) Cos (—60°) = (40 ?) x (0.5) = 20 ?

m 0 m m
vy, = Vo Sen B, = (40 ?) Sen (—60°) = (40 ?) * (~0.8660) = ~34.64 —
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Para conocer el tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo, es necesario suponer que la posicion
vertical final del cuerpo en el suelo es cero. Con esta suposicion, utilizaremos la ecuacién siguiente:
Y = Yo +vo,(t —to) + gt —t0)?/2 =50 m+ (34.64 m/s) t + (—9.8 m/s?) t?/2 =0
Reordenando términos:
m m
—49 =) ¢2 4+ (= — =
(~49 ) 2 +(-3463 =) t+50m =0

Por lo que esta ecuacion se resuelve con la formula general:

— (-34.64 ) £ /(=34.64 m/s)Z — &+ (=49 m/52) * (50 m)
t =

m
2% (—4.9 5_2)
Es decir:
3464 T _ 4669 ™ _1205 2
_ S S _ S _
t= — - 5 =1.229 s
—98 1 —98
S S

Que corresponde al tiempo que tarda el proyectil en llegar al suelo.
Para calcular la velocidad vertical final con la que llega el proyectil al suelo, debemaos utilizar el tiempo

gue hemos calculado anteriormente, sustituyéndolo en la siguiente ecuacion:
m m m m m
vy =vy +gt=-3464 ——98 *1229 s=-34.64 ——12.05 —= —46.69 —
y S N S S S

En consecuencia, la rapidez final es igual a:

m?2 m?2
v= [0+ v} =20 m/s)? + (46,69 m/s)? = 400 —+2179.96 —5 = 50.79

m
S

Observe que es la misma rapidez con la que llega el cuerpo si es lanzado hacia arriba con la misma
velocidad y angulo de disparo. El &ngulo con el que llega al suelo se puede calcular por medio de la

siguiente ecuacion:

v, —46.69 %
0= tan‘l(v—) = tan™ ' (———7—) = —66.81°
5 m
S

El alcance logrado por el proyectil es igual al producto de la velocidad horizontal por el tiempo que tarda

el proyectil en llegar al suelo, es decir:
m
R=|x— x| = v, t| = |(20 ?) % (1.229 s)| = 24.58 m

La gréfica siguiente muestra la trayectoria del proyectil. Observe en la grafica que el alcance y la altura

maxima corresponde con los valores obtenidos tedricamente.
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Gréfica de la trayectoria seguida por el proyectil.
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2.7 Preguntas y problemas

Preguntas

1. Establezca el concepto de movimiento.

2. ¢,Cual es la diferencia entre posicién y distancia?

3. Establezca el concepto de velocidad.

4, ¢, Cudl es la diferencia entre velocidad y rapidez?

5. Establezca el concepto de aceleracion.

6. ¢Como es la gréfica de la posicion en funcion del tiempo en el movimiento rectilineo uniforme?
7.  ¢Cbmo es la gréfica de la velocidad en funcion del tiempo en el movimiento rectilineo uniforme?
8. ¢Como es la grafica de la posiciébn en funcién del tiempo en el movimiento rectilineo

uniformemente acelerado?

9. ¢Cbmo es la gréfica de la velocidad en funcion del tiempo en el movimiento rectilineo
uniformemente acelerado?

10. ¢Como es la gréfica de la aceleracion en funcion del tiempo en el movimiento rectilineo
uniformemente acelerado?

11. ¢ Cuales son las unidades con las que se expresa a la aceleracion?

12. Establezca todas las ecuaciones que describen el movimiento rectilineo uniforme.

13. Establezca todas las ecuaciones que describen el movimiento rectilineo uniformemente variado.

14. Establezca todas las ecuaciones que describen el tiro parabdlico.

15. ¢ Qué registra el velocimetro de un automavil, la velocidad o la rapidez?

16. ¢Cual es el valor de la aceleracién de la gravedad?

17. Sidejamos soltar dos cuerpos de diferente masa desde una determinada altura, ¢,cuél de los dos
caerd mas rapido?

Problemas

1.- Dada la ecuacion x = 30 m + (10 %) t Haga la gréfica de posicion en funcion del tiempo.
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2.- Dados los siguientes datos, grafique y obtenga la ecuacion que describe la posicion en funcion del

tiempo. De igual forma indique la posicién inicial y la velocidad.

TIEMPO (SEGUNDOS) | POSICION (METROS)
0 50

65

80

95

110

125

140

155

~N| O O M| W N| B

Sol. x = 50 m+(15 ?)t

3.- Un cuerpo se mueve con velocidad constante de 20 km/h, después de haber partido de una posicion
de -3 km alejado del origen. ¢Qué posicion tendra después de 5.5 horas? ¢Qué distancia recorrig?
Elabore una tabla donde se muestre la posicion del cuerpo para cada hora de recorrido y en base a la
taba conteste las preguntas.

Sol. x =107 kmyd =110 km
4.- A los 50 segundos de haber partido, un automévil se encuentra en una posicion de 600 m. Si la
velocidad que lleva es de 20 km/h. ¢, Cudl es la posicion inicial del auto?

Sol. x, =322.22m
5.- Un automavil originalmente tiene una posicion de 20 km alejado del origen y después de dos horas
se halla a 40 km. ¢, Cual es la velocidad del auto?

Sol. v = 2.78 %

6.- Dos trenes entran simultaneamente por un tanel de dos kildmetros de largo. Si ambos se mueven
por la misma via y uno de ellos lleva una velocidad de 20 m/s y el otro de -15 m/h, ¢ cuanto tiempo
tardaran en chocar? ¢En qué posicion se efectuara el choque? ¢Qué distancia recorrera cada tren
antes de chocar? Elabore una tabla donde se muestre la posicion de los cuerpos para cada segundo
de recorrido y en base a la taba conteste las preguntas planteadas. Corrobore sus respuestas
graficamente.
Sol.t =57.14 s, x =1 14286 m,d, =1 14286 my d;, = 857.15 m.

7.- Desde una ciudad A parte un automovil con velocidad constante de 20 km/h hacia una ciudad B,
alejada 100 km. Si después de dos horas de que partio el auto de la ciudad A, parte otro automovil de
la ciudad B con una velocidad de 10 km/h en la misma direccion, ¢qué tiempo debe transcurrir para

gue se lleve a cabo el alcance? ¢En qué lugar se efectia el alcance? ¢Qué distancia recorrera cada
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uno de los automoviles? Elabore una tabla donde se muestre la posicion de los automéviles para cada
hora de recorrido y en base a la taba conteste las preguntas planteadas. Corrobore sus respuestas
graficamente.

Sol. t, =8 h,t, =6 h,x =160 km, d, = 160 kmy d;, = 60 km.

8.- Grafigue la ecuacién x = 15 m — (5 %) t— (3 Sﬂz) t2 en el plano cartesiano y diga cuales son los

valores de x,, vy Y a.

9.- Complete la siguiente tabla en base a los datos que se incluyen en ella.

TIEMPO VELOCIDAD VELOCIDAD de d d
(segundos) (m/s) PROMEDIO =dy+vt| =do+vot =d,
(m/s) N aTtZ N (v? — vg)/za

0 0 [ -

1 17 135

2 24 17

3 31 20.5

4 38

5 45

6 52

7 59

10.- Si una persona deja caer un balin desde lo alto de un edificio y observa que tarda 3 segundos en
llegar al suelo. ¢ Qué altura tendra el edificio?

Sol. h=441m
11.- Una persona lanza hacia abajo un objeto desde un edificio de 70 metros, con una velocidad de -
20 m/s. ¢ Cual es el tiempo que tarda el objeto en llegar al suelo? Calcule la velocidad con la que llega
al suelo. Elabore una tabla donde se muestre la posicion del cuerpo para cada segundo de recorrido y
en base a la taba conteste las preguntas planteadas.

Sol.t =225 syv=—421 %

12.- Si el cuerpo del problema anterior es lanzado hacia arriba, calcule: a).- El tiempo que tarda en
llegar a la altura maxima.  b).- La altura maxima. c).- El tiempo que tarda en llegar al suelo. d).- La
velocidad con la que llega al suelo. e).- El tiempo que tarda en volver a pasar por el punto donde fue
lanzado. f).- La velocidad con la que pasara por el punto donde fue lanzado. Elabore una tabla donde
se muestre la posicion del cuerpo para cada segundo de recorrido y en base a la taba conteste las

preguntas planteadas.
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Sol. @)~ tmaxs )= Mnaxs €)- tsueto = 6:34 5, )= Vgyero = —42.1 =, €).- t =4.08 5 y f).- v =
-20.0 =

S
13.- Para saber la profundidad que tiene un pozo, una persona deja caer una piedra y toma el tiempo
gue tarda en escuchar el sonido producido por el choque de la piedra con el fondo. Si este tiempo es

de 4.5 segundos, calcule profundidad del pozo.

Sol. h=99.23 m
14.- Un proyectil es lanzado con una velocidad inicial de v, = 60 ? , formando un angulo de 6, = 50°.
Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar a la altura méxima, b) La altura méaxima, c) El tiempo que tarda
en llegar al suelo, d) La rapidez con la que llega al suelo y e) El alcance. Haga una grafica que
represente la trayectoria del proyectil y una grafica de la posicién vertical y horizontal en funcién del
tiempo.

Sol. @).- tyaxs 0). Vimax = 107.67 m, C).- teye1o = 9.37 s, d).- v = 60.0 % e).- x = 361.40 m.
15.- Un proyectil es lanzado con una rapidez inicial de vy, = 60 % formando un angulo de 6, = 40°.

Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar a la altura maxima, b) La altura méaxima, c) El tiempo que tarda
en llegar al suelo, d) La rapidez con la que llega al suelo y e) El alcance. Haga una grafica que
represente la trayectoria del proyectil y una grafica de la posicion vertical y horizontal en funcién del
tiempo.

Sol. @).- tyaxs ).m Ymax = 75.81 m, C).- tgyero = 7.86 s, d).- v = 60.0 %, e).- x = 361.40 m.
16.- Desde un edificio de 50 metros de altura, un proyectil es lanzado con una rapidez inicial de v, =
60 % , formando un angulo de 6, = 50°. Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar a la altura maxima,
b) La altura maxima, c) El tiempo que tarda en llegar al suelo, d) La rapidez con la que llega al suelo y
e) El alcance. Haga una grafica que represente la trayectoria del proyectil y una gréafica de la posicién
vertical y horizontal en funcion del tiempo.

Sol. @).- tyaxs D). Ymax = 157.67 m, C).- tgyeio = 10.35 5, d).- v = 67.68 % e).- x = 399.36 m.
17.- Desde un edificio de 50 metros de altura, un proyectil es lanzado hacia abajo con una velocidad
inicial de vy = 60 % formando un angulo de 6, = —50°. Calcule: a) El tiempo que tarda en llegar al
suelo, b) La rapidez con la que llega al suelo y c) El alcance. Haga una grafica que represente la
trayectoria del proyectil.

Sol. a).- te = 0.98 s, b).- v = 67.68 ?y c).- x = 37.97 m.
18.- desde un edificio de 100 metros de altura, se lanza una pelota desde lo alto de un edificio hasta
otro edificio, localizado a una distancia de 50 metros. La rapidez inicial de la pelota es de v, = 20 ?
con una inclinacion de 6, = 40° sobre la horizontal. ¢A qué altura golpeara la pelota sobre el otro
edificio?
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Sol. y =89.71 m.
19.- Encuentre el angulo con el que se debe disparar un proyectil con una rapidez de salida de v, =
120 %y alcanzar un blanco localizado en el mismo nivel pero a una distancia de 1300 metros.

Sol. 6, = 31.10°
20.- Un proyectil es disparado horizontalmente desde un cafién situado a 44 m por encima de un plano
horizontal y con una rapidez inicial de 240 m/s. a).- ¢ Cuanto tiempo permanecera el proyectil en el aire?

b).- ¢ A qué distancia horizontal chocara contra el suelo? c).- ¢ Cual es la magnitud de la componente

vertical de su rapidez al llegar al suelo?

Sol. a).-t = 3.0 s, x = 718.82 my C).- v, = —29.38 %
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3 DINAMICA

3.1 Concepto de Dinamica

La Dindmica es la ciencia que estudia la causa del movimiento de los cuerpos. EI movimiento de un
cuerpo queda determinado por la naturaleza y la disposicién de los otros cuerpos que forman su medio
ambiente. La fuerza es la influencia del medio ambiente sobre un cuerpo y la masa es la oposicion de
un cuerpo a ser acelerado cuando una fuerza actua sobre él, lo que constituye una propiedad que se
suele llamar inercia. La inercia es la tendencia que todo cuerpo posee de mantener su estado. Asi, Si
un cuerpo esta en reposo tiene una tendencia a continuar en este estado y sera necesario que actle
sobre él una fuerza para cambiar dicho estado. Si el cuerpo se estd moviendo tiende por inercia a
moverse en linea recta y con una velocidad constante. Isaac Newton formulé tres leyes fundamentales
para explicar las causas del movimiento de los cuerpos. Estas leyes fueron establecidas por medio de
idealizaciones y abstracciones propias de los procesos cientificos en la descripcion de la naturaleza.

3.2 Inercia

El concepto de inercia esta intimamente relacionado con la primera ley de Newton. Una definicion
comun de este término es la siguiente: la inercia mide la tendencia de un objeto en reposo a permanecer
en reposo y de un objeto en movimiento a permanecer en movimiento con su velocidad original.

Es bien sabido que un camién de carga tiene mucho mayor inercia que una carretilla, es mucho mas
facil mover la carretilla que mover el camion, ademas, se puede detener con mayor facilidad la carretilla
gue el camiéon cuando ambos se mueven con la misma velocidad. Es dificil alterar el estado de
movimiento de un objeto cuya inercia es grande. La masa de un objeto esté relacionada con su inercia,
gue es la oposicién al cambio del estado de movimiento. Cuanto mayor sea la inercia de un objeto tanto
mas dificil podra acelerarse. Se mide la inercia en términos de una cantidad fundamental llamada masa,
cuya unidad estandar es el kilogramo.

3.3 Primera Ley de Newton

La fuerza resultante que actia sobre un cuerpo que se encuentra estatico es cero. Se puede resumir
este comportamiento de la siguiente manera: un objeto en reposo permanecera en reposo si actda
sobre él una fuerza resultante igual a cero. Esta afirmacion es una parte de la primera ley de Newton.
Antes de Newton, casi todos suponian gque era necesaria una fuerza para mantener un objeto en
movimiento. Si se desliza un objeto sobre una superficie horizontal, pronto se detendra. Para
mantenerlo en movimiento, se debera continuar empujandolo. En efecto, es casi obvio que los objetos
en movimiento, abandonados a si mismos, se frenan y pronto se detienen. Newton descubrié que esta
observacion, aunque correcta, no se aplica a objetos sobre los que actua una fuerza resultante igual a
cero. Para el caso del objeto que se desliza sobre la superficie horizontal, descubrié que existe una
fuerza que frena al movimiento que es la fuerza de friccién que la superficie ejerce sobre el bloque. Por
lo tanto, la fuerza neta que actta sobre el cuerpo no es cero. Newton reconocio que el bloque disminuye
su velocidad y se detiene a causa de la fuerza de friccion no equilibrada. Mientras mas pequefia sea
una fuerza de friccion, el cuerpo disminuird su velocidad mas lentamente. Siguiendo esta linea de
razonamiento, Newton propuso que si estan ausentes las fuerzas de friccion, los objetos que se
deslizan no se detendran. Es decir: si la fuerza resultante que actta sobre un objeto en movimiento es
cero, el objeto continuara su movimiento con velocidad constante. Esta ley afirma que ni la magnitud ni
la direccion de la velocidad del objeto cambiaran. El objeto continuara moviéndose a lo largo de una
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linea recta. Se puede resumir la primera ley del movimiento de Newton como sigue: si la suma vectorial
de las fuerzas externas que actlan sobre un objeto es cero, la velocidad del objeto permanecera
constante.

Cuando un cuerpo esta en reposo 0 en movimiento rectilineo uniforme decimos que esta en equilibrio.
Entonces es evidente que si queremos tener un cuerpo en equilibrio debemos hacer que la resultante
de las fuerzas que actlan sobre el cuerpo sea nula. Reciprocamente, si tenemos una particula en
equilibrio podemos afirmar que las fuerzas actuantes tienen magnitudes y direcciones que su suma sea
nula.

3.4 Aplicaciones de la Primera Ley de Newton

Cuando una cuerda esta estirada por la accién de esfuerzos aplicados en sus extremidades se dice
gue esta en tension o traccién. El valor de la tension en la cuerda, representa el valor de la fuerza que
la estira o del esfuerzo que hace para sostener algun peso. El la figura 3.1, la cuerda OA tira del punto
O hacia la izquierda y esta fuerza se representa por la tension T; en la figura. En esta misma figura
mostramos la tension T, ejercida por OB sobre O. Por otra parte, actta en O el peso de 50 N hacia
abajo. Como el cuerpo esta en equilibrio, concluimos que la resultante de las fuerzas que actian sobre
él es nula. En consecuencia, la suma de las fuerzas en la direccion horizontal y vertical son iguales a
cero, es decir:

YXE =0y YE =0

ANNMANNN
>
A
|
w
o
o

Figura 3.1
Descomponiendo las fuerzas Ox y Oy obtenernos las dos ecuaciones siguientes:

T, Cos 30° =T, = 0

T, Sen 30°— 100 N =0

Observe que la primera ecuacion nos muestra que la fuerza T, tira del punto O hacia la izquierda la
cual es equilibrada por la componente T, en direccion Ox. La segunda ecuacién nos muestra que es la
componente T, Sen 30° la que esta equilibrando el peso del cuerpo.

Al resolver el sistema de ecuaciones, encontramos que los dos valores de las dos incégnitas:

T,=1732 Ny T,=200N

Encuentre la tensién en las cuerdas en la figura 3.2 que se muestra a continuacion. En la figura se
muestran las componentes de las tensiones en las cuerdas.
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P =100 N

Figura 3.2
Descomponiendo las fuerzas Ox y Oy obtenernos las dos ecuaciones siguientes:

—T, Cos 30° + T, Cos 45° =0
Y
T, Sen 30° + T, Sen 45° — 100 N =0

Observe que la primera ecuacién nos muestra que la componente T; en la direccion horizontal tira del
punto O hacia la izquierda la cual es equilibrada por la componente T, en la misma direccion la cual tira
del punto O hacia la derecha. La segunda ecuaciéon nos muestra que las componentes verticales de las
tensiones T; y T, equilibran el peso del bloque. Al resolver el sistema de ecuaciones, encontramos que
los valores de las dos incAgnitas son:

T,=7320Ny T,=289.66N

Encuentre la tensién en la cuerda en la figura 3.3 que se muestra a continuacion. En la figura se
muestran las fuerzas que acttan sobre el bloque.

l P=mg

Figura 3.3
Si se desprecia la masa de la polea y la fricciobn de la misma con el eje, entonces la tensién en los
extremos de la cuerda es la misma. Si el cuerpo permanece en reposo, la tension menos el peso es
igual a cero, es decir, la fuerza que se necesita aplicar en el extremo de la cuerda es igual al peso del
cuerpo.
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Encuentre la tension en la cuerda en la figura 3.4. En la figura se muestran dos poleas, una fija y la otra
movil. La polea movil esta sujeta por una cuerda en la cual uno de sus extremos se encuentra fijo a la
superficie horizontal y el otro extremo pasa por la polea fija. La cuerda en la polea mavil divide el peso
del bloque en dos. En consecuencia, se tiene:

Figura 3.4

T+T=2T =mg

Por lo que:
T="19 3.1

Esta relacién nos indica que la tension en la cuerda es igual a la mitad del peso del bloque. Este
dispositivo sirve para reducir la fuerza que se necesita para levantar un objeto.

Encuentre la tensién en la cuerda en la figura 3.5. En la figura se muestran cuatro poleas, una fijay tres
moviles. Dos de las poleas moéviles estan sujetas por una cuerda en la cual uno de sus extremos se
encuentra fijo a la superficie horizontal y el otro extremo pasa por otra polea mévil. Uno de los extremos
de la cuerda de la tercera polea movil esta fijo a la superficie horizontal y el otro extremo pasa por la
polea fija. La cuerda en la primera polea movil divide el peso del bloque en dos. La tension en el extremo
de la primera polea es dividida por las dos cuerdas de la segunda polea mévil. Finalmente, la cuerda
gue pasa por la tercera polea divide la tensién de la cuerda que pasa por la segunda polea. En
consecuencia, se tiene que:
T3 +T; =2T; = mg

T2+T2:2T2=T3
T1+T1=2T1=T2

En consecuencia:
T1 = — 32

La fuerza T; es la octava parte del peso del bloque para poder equilibrarlo.




Figura 3.5

3.5 Segunda Ley de Newton

La segunda ley de Newton estudia el efecto que tienen las fuerzas no equilibradas que acttan sobre
un objeto. La experiencia cotidiana dice que las fuerzas no equilibradas producen un cambio en la
velocidad del objeto, es decir, producen una aceleracién sobre el objeto. Newton reconocié que las
fuerzas no equilibradas causan aceleraciones y su segunda ley relaciona la fuerza externa resultante
gue actlta sobre un objeto con la aceleracion del objeto.

Cuando una fuerza neta actla sobre un objeto de masa m y produce una aceleracion a, las cantidades
estan relacionadas por:

F = ma 3.3

Esta conclusion es el enunciado de la segunda ley de Newton.

La segunda ley de Newton nos indica que cuanto mayor sea la masa del objeto tanto mayor sera la
fuerza necesaria para cambiar su velocidad. Ademas, cuanto mayor sea la fuerza neta actuando sobre
un objeto, tanto mayor sera la aceleracién experimentada. En consecuencia con la segunda ley de
Newton, si la fuerza neta que actlia sobre un objeto es igual a cero, un objeto en reposo permanecera
en reposo y un objeto en movimiento conservara su velocidad original.

3.6 Aplicaciones de la Segunda Ley de Newton

Las leyes de Newton forman parte esencial de los conceptos basicos de la Dindmica, que es la ciencia
gue se encarga de establecer las causas del movimiento de los cuerpos. La fuerza representa la
interaccion del medio y el objeto en estudio, identificandose como la causa que origina el movimiento
de los cuerpos.

Newton establecié que en ausencia de fuerzas un cuerpo no alterara su estado, es decir, si esta en
reposo, permanecera en reposo. Aunque escape a nuestro sentido comuan, lo mismo se puede afirmar
de un cuerpo que se mueva con velocidad constante y describiendo una trayectoria rectilinea; éste
permanecera asi mientras no haya una fuerza que altere su estado.

Para un cuerpo que haya sido afectado por una fuerza, ese estado se rompera apareciendo con ello
un cambio de rapidez o un cambio en la trayectoria del movimiento del cuerpo si originalmente se
desplazaba con movimiento rectilineo uniforme, o pueden aparecer ambos efectos simultdneamente.
Un cambio experimentado en la rapidez de un cuerpo en un determinado intervalo de tiempo, es
conocido como aceleracion tangencial. De manera equivalente, un cambio en la direccion del
movimiento del cuerpo causa una aceleracion conocida como aceleracion centripeta. Asi, una fuerza
gue actle en un cuerpo es capaz de ocasionar en €l una aceleracion que es proporcional a dicha fuerza.

71



Sin embargo, la aceleracion que experimente un cuerpo no solo dependera de la fuerza que se le aplica,
sino también de la cantidad de masa que contenga; entendiéndose a la masa como una medida
cuantitativa de la inercia, siendo ésta una propiedad que tienen los cuerpos de presentar resistencia
para cambiar su estado. Asi, para una fuerza dada, un objeto de menor masa se acelerara mas que un
objeto de mayor masa.

La segunda ley de Newton establece que la suma vectorial de todas las fuerzas que actdan sobre un
cuerpo es igual al producto de la masa del cuerpo por la aceleracibn que experimente. En
consecuencia, para identificar las fuerzas que actian sobre un cuerpo, se dibuja un diagrama por
separado del cuerpo aislado, mostrando un marco de referencia y todas las fuerzas que actian sobre
dicho cuerpo. Este diagrama se le conoce como Diagrama de Cuerpo Libre.

3.6.1 Maquina de Atwood

Este método es utilizado para calcular la tensién en la cuerda y la aceleracion que experimentaran dos
objetos de diferente masa que estén atados a la cuerda que pasa por una polea sin friccibn y masa
despreciable. Dicho dispositivo se conoce como Maquina de Atwood. La figura 3.6 muestra un
dispositivo similar a la Maquina de Atwood.

En este ejemplo se antepondra un signo positivo a la aceleracion si el cuerpo se desplaza hacia arriba
y un signo negativo en caso contrario. Las fuerzas que actian sobre m; y m, se muestran en la figura
3.6 en la cual Trepresenta la tension en los extremos de la cuerda.

T T
m.g m,g l
Figura 3.6
La ecuacion de las fuerzas para m, es:
T—myg=-ma 3.4
Y para m, se tiene:
T —myg =mya 3.5

Con m; mayor a m,.

Estas ecuaciones nos indican que la tensién es menor que el peso del cuerpo de masa m, y que la
tension es mayor que el peso del cuerpo de masa m,; en consecuencia, el bloque de masa m, caeray
el bloque de masa m,, subira.

Combinando ambas ecuaciones, tenemos:

— (m1—mz)g 3 . 6
mqit+tm,
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= 2MiMmeg 3.7
m1+m2
Estos resultados son validos si la masa de la polea es despreciable. Para el caso en que esta condicion
no se cumpla, encontrariamos que la tension en cada extremo de la cuerda seria diferente.

Ejemplo 3.1

En una maquina de Atwood las masas de los bloques son de m; = 20 kg y m, = 10 kg, encuentre la
aceleracion con la que se moveran los bloques y la tensién en la cuerda.

Solucion:

Sustituyendo las masas en la ecuacién 3.6 y 3.7 para la aceleracion y la tensién, tenemos:

m
(ml—mz)g_(ZOkg—lokg)*9-8S_z_98N_326m
 omy+m, 20 kg + 10 kg 30kg T s2
Y
m
T_2m1ng_2*20kg*10kg*9-85—2_3920ng_13061\/
T omgt+my, 20 kg + 10 kg  30kg T
Ejemplo 3.2

En una maquina de Atwood la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 5 Sﬂzy la tension

en la cuerda esde T = 50 N, calcule las masas de los bloques.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.4, tenemos:

T—-mg=-ma
Despejando m; se llega a:
my=—=—2N — 1042k
17 g-a 98 ;’2’ sﬂZ ) g

Utilizando la ecuacién 3.5, tenemos:

Despejando m, se llega a:

Ejemplo 3.
En una maquina de Atwood la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 6 sﬂz y la masa
mas grande es de m; = 30 kg, calcule la masa del bloque restante y la tension en la cuerda.

Utilizando la ecuacion 3.4, despejamos la tension:

T=m1(g—a):(6 SEZ)*(E).S 522—6 g)=22.8N

Y sustituyendo la tension en la ecuacion 3.5, la masa del bloque restante es:

3

m

m1=
g+a 9.85ﬂz+6

*30 kg =7.22 kg

m2=

E

%]
N
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Ejemplo 3.4

En una maquina de Atwood la tensidn en la cuerda es de T = 40 N y la masa del bloque mayor es de
m, = 20 kg, calcule la aceleracién con la que se moveran los bloques y la masa del bloque restante.
Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.4 despejamos la aceleracion:

m
=m1g—T=20 kg *9.8 S—Z—4ON
my 20 kg

=78 kg

Sustituyendo la aceleracion en la ecuacién 3.5 y despejando m,, se llega al siguiente resultado:

T 40N
g+a 98g+6£%

m, =253 kg

Ejemplo 3.5

En una maquina de Atwood la tensién en la cuerda es de T = 40 N y la masa del bloque menor es de
m, = 3 kg, calcule la aceleracion con la que se moveran los blogues y la masa del bloque restante.
Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.5 despejamos la aceleracion:

m

a = 3.53 kg

m, 3 kg
Sustituyendo la aceleracion en la ecuacién 4 y despejando m,, se tiene:

T 40 N cag 1
my = = = 0. g
g—a 98%—353%

Ejemplo 3.6
En una maquina de Atwood la aceleracién con la que se mueven los blogues es de a = 8 sz y la masa

del bloque menor es de m, = 3 kg, calcule la tension en la cuerda y la masa del bloque restante.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.5 despejamos la tension:

T=m2(g+a)=(3 Sﬂz)*(9.8 g+8 g)=53.4N

Sustituyendo la tensidn en la ecuacion 3.4 y despejando m,, se tiene:

T 534N
g—a 98%—8

52

3.6.2 Plano horizontal

En la figura 3.7 se muestra un bloque sobre un plano horizontal atado a una cuerda que sujeta a otro
bloque que se encuentra suspendido. Quisiéramos saber ¢ Qué fuerzas actian en cada bloque?, ¢Qué
tan grande debe ser la fuerza horizontal que tira del bloque m; para que se mueva?, ¢ Cuél debe ser el
valor de la masa del bloque m, para que se pueda mover el bloque m;si no existe friccion entre las
superficies de contacto? y, finalmente, ¢ Con qué aceleracion se moveran los bloques?
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m,g

Figura 3.7
Las fuerzas que actian sobre m; y m, se muestran en la figura 3.7, en la cual T representa la tension
en los extremos de la cuerda.
En consecuencia, la ecuacion de las fuerzas que actlan sobre para m; es:

T =mya 3.8
y
N-mg=0 3.9
Para m,se tiene:
T—my,g =—-mya 3.10
Combinando ambas ecuaciones, tenemos que:
a=—22_ 3.11
m1+m2
T = Mma2g 3.12
mq+m,

Ejemplo 3.7

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la masa del bloque que se encuentra sobre el
plano es de m; = 20 kg y la que se encuentra suspendida es de m, = 1 kg. Encuentre la aceleraciéon
con la que se moveran los bloques y la tensién en la cuerda.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.11, encontramos que la aceleracion con la que se moveran los blogues es de:

m29 1 kg 980 = —0467 =
= = *x Y, — = 0. —_—
4 m;+m, 20kg+1kg < g2 5?2

Al sustituir estas masas en la ecuacion 3.12, se concluye que la tension en la cuerda es de:

mym 20 kg)(1 k m
_ M 2.9=( 9)( g)*9.8—=9.33N
m;+m, 20kg+1kg s?
Ejemplo 3.8
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los bloques
esdea=6 sﬂz y la masa del bloque que se encuentra sobre el plano horizontal es de m; = 20 kg.

Encuentre la masa del bloque restante y la tensién en la cuerda.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.8, encontramos que la tension en la cuerda es de:
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m
T =mya = (20 kg) (6 5_2) =120 N

Empleando la ecuacion 3.10 y despejando m,, concluimos que:

T 120 N -
2T g-a 9.8522—67”

s2

Ejemplo 3.9
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los bloques

esdea=6 "; y la masa del bloque que se encuentra suspendida es de m, = 20 kg. Encuentre la
masa del blogue restante y la tensién en la cuerda.

sz
Solucién:
Empleando la ecuacion 3.10, y despejando la tensidon encontramos que:

m m
T=(g—a)m2=(9.85—2—65—2)*20kg=76N

Utilizando la ecuacion 3.9 y despejando m,, concluimos que:

T 76N
m1=a=6—m:1266Kg
sZ

Ejemplo 3.10

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la tensién en la cuerda que une a los blogues
es de T = 25 N y la masa del bloque que se encuentra sobre el plano horizontal es de m; = 20 kg.
Encuentre la masa del bloque restante y la aceleracion con la que se moveran los bloques.

Solucion:

Empleando la ecuacion 3.8, y despejando la aceleracién encontramos que:

T 25 N m
a=—=—-=

1.25 —
my; 20 kg s?
Utilizando la ecuacion 3.10 y despejando m,, concluimos que:

T 25 N

g—a 98 Sﬂz—1.25 sﬂz

m, = =292 kg

Ejemplo 3.11

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la tensién en la cuerda que une a los bloques
es de T = 25 N y la masa del bloque que se encuentra suspendida es de m, = 20 kg. Encuentre la
masa del bloque restante y la aceleracion con la que se moveran los bloques.

Solucion:

Empleando la ecuacion 3.10, y despejando la aceleracion encontramos que:

m
moa—T (20 kg) (9.8 —2) 25N m
a="29""7 _ s — 855 =
my, 20 kg T s?

Utilizando la ecuacion 3.8 y despejando m,, concluimos que:
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Ejemplo 3.12
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los bloques

esdea=14 = y la tensién en la cuerda que une los bloques es de T = 20 N. Encuentre las masas de

SZ
ambos bloques.
Solucion:
Empleando la ecuacion 3.8, y despejando m, encontramos que:

T 20N c K
my =—=—7 = g
a 4?2

Utilizando la ecuacién 3.10 y despejando m,, concluimos que:

T 20 N .
m2: = = 3. g
g—a o9g sz_4m

s2

Estos resultados son validos si no hay friccion entre el bloque m; y la superficie horizontal. Para el caso
en que exista friccion, el bloque m, estaria frenado por esta fuerza. Observe la figura 3.8.
La ecuacion de las fuerzas que actian sobre m; es:

T —fr=ma 3.13
N-mg=0 3.14
A N
vy M9 A -
m,g
v
Figura 3.8
fr=uN 3.15
T—pmg=ma 3.16
y para m, se tiene:
T —myg =—mya 3.17

Combinando ambas ecuaciones, tenemos:
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a4 = (ma—umq)g 3.18

mi+m,

T = umetimimy)g 3.19
m1+m2

Ejemplo 3.13

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra sobre el
plano es de m; = 20 kg y la que se encuentra suspendida es de m, = 10 kg. Si el coeficiente de friccion
es de u = 0.1, encuentre la aceleracion con la que se moveran los blogues y la tension en la cuerda.
Solucion:

Empleando la ecuacion 3.18, y despejando m, encontramos que:

m
(m, —umy)g ((10 kg) — (0.1)(20 kg)) (9-8 5_2) _ 784N m
m;+m, 20 kg + 10 kg 30kg T s2

o

Utilizando la ecuacion 3.19, concluimos que la tension es igual a:

_ (mymy + pmymy)g (20 kg)(10 kg) + (0.1)(20 kg)(10 kg) Loa M

) 9.8 —
e, 20 kg + 10 kg *
0
+ 2156 N k
- (um + umima)g 9_7186 N
Ejemplo 3.14

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra sobre el
plano es de m; = 20 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a =5 SﬂzSi el
coeficiente de friccién es de u = 0.1, encuentre la tensién en la cuerda que une a los bloques y la masa
del bloque restante.

Solucion:

Empleando la ecuacion 3.16, y despejando T encontramos que:

m m
T =my(u g+a)= (20 kg) (0.1 9.8 Z+5 5_2) =119.6 N

Utilizando la ecuacién 3.17 y despejando m, concluimos que:

T 119.6 N 2497 K
m, = = = . g
g—a o9g Sﬂz—sm

sz

Ejemplo 3.15

En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra suspendida
es de m, = 20 kg y la aceleracién con la que se mueven los blogues es de a = 5 sﬂz Si el coeficiente
de friccién es de u = 0.1, encuentre la tension en la cuerda que une a los bloques y la masa del bloque
restante.

Solucion:
Empleando la ecuacion 3.17, y despejando T encontramos que:
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m m
T =my(g —a) = (20 kg)(9.8 5—2—5 5_2):96N

Utilizando la ecuacién 3.16 y despejando m, concluimos que:

T 96 N
e = 16.05 kg

ugta 01+98 245D
S S

my

Ejemplo 3.16
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra suspendida

es de m, = 20 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 3 sﬂz Si la masa del

bloque que se encuentra sobre la superficie es igual a m; = 30 kgencuentre la tension en la cuerda
gue une los bloques y el coeficiente de friccion.

Solucion:

Empleando la ecuacion 3.17, y despejando T encontramos que:

T =my(g - a) = (20 kg) (9.8 =3 5—2) =136 N
Utilizando la ecuacién 3.16 y despejando p concluimos que:

_T_mla_1361v—(30kg)(3sﬂz)
Comg (30kg)(9.8 sz)

= 0.1564

Ejemplo 3.17
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra suspendida

es de m, = 20 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 3 sz Si el coeficiente

de friccién es de u = 0.1, encuentre la tensién en la cuerda que une ambos bloques y la masa del
blogue que se encuentra sobre la superficie horizontal.

Solucion:

Empleando la ecuacion 3.17, y despejando T encontramos que:

_ _ m my
T =my(g—a)=(20 kg)(9-8 23 5_2) =136 N
Utilizando la ecuacion 3.16 y despejando m; concluimos que:
T

) B 136 N
pg+a (0.1)(9.8 Sﬂz)+3 sz

m, =34.17 kg

Ejemplo 3.18
En un arreglo como el gue se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra sobre la
superficie horizontal es de m; = 20 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a =

3 sﬁz Si la tension en la cuerda que une los bloques es de T = 80 N, encuentre el coeficiente de friccion

y la masa del bloque que se encuentra suspendida.
Solucion:
Empleando la ecuacion 3.16, y despejando y encontramos que:

m
T—mma 80N—(20kg)(3 )
‘Ll — —
mg (20 kg) (9.8 Sﬂz)
Utilizando la ecuacién 3.17 y despejando m, concluimos que:

= 0.102
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T 80 N

— = m m
g—a 9.85—2—35—2

my = =11.76 kg

Ejemplo 3.19
En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la tensién en la cuerda que une los blogues es

de T = 60 N, la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a =3 sz Si el coeficiente de
friccion es de u = 0.1, las masas de los bloques.

Solucion:
Empleando la ecuacion 3.16, y despejando u encontramos que:

m, = r__ 0N = 15.07 kg
pg+a (0.1)(9.8 Sﬂz)+3 sz
Utilizando la ecuacién 3.17 y despejando m, concluimos que:
T 60 N
m, = = T 77 = 8.82 kg

g—a 9.8 S_Z -3 S_Z

3.6.3 Plano inclinado

Consideremos un bloque que se encuentra sobre un plano inclinado como el que se muestra en la
figura 3.9. La segunda ley de Newton establece que la suma vectorial de todas las fuerzas que acttan
sobre un cuerpo, es igual al producto de la masa del cuerpo por la aceleraciéon que experimente. En
consecuencia, para identificar las fuerzas que actlan sobre un cuerpo, se dibuja un diagrama por
separado del cuerpo aislado, mostrando un marco de referencia y todas las fuerzas que actian sobre
dicho cuerpo. Este diagrama se le conoce como Diagrama de Cuerpo Libre.

Las ecuaciones de las fuerzas para mson:

mgsent — fr=ma 3.20
fr=uN 3.21
N —-mygcos8 =0 3.22

Sustituyendo la ecuacién 3.22 en la ecuacién 3.21 y la 3.21 en la 3.20 se tiene que la aceleracién con
la que se moverd el bloque es de:

a = (senf —u cos@)g 3.23

Si la aceleracion es igual a cero, el coeficiente de friccion es:
w=tanb 3.24
Es decir, el coeficiente de friccion para un bloque que comienza a deslizarse sobre un plano inclinado

es igual a la tangente del angulo que forma el plano inclinado al momento de comenzar a deslizarse el
bloque.

mgsené
0]

m g cos@




Figura 3.9
Ejemplo 3.20
Calcule la aceleracion con la que se deslizard un bloque mostrado en la figura 3.9, si el &ngulo de
inclinacion es de 8 = 60° y el coeficiente de friccion es de u = 0.5.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.23, la aceleracion es igual a:

m m
a=(sen @ —pu cos 6)g = (sen 60°— (0.5)(cos 60°)) (9.8 5_2) = 6.03 =z

Ejemplo 3.21
Calcule el coeficiente de friccion entre el plano inclinado y un blogue que se encuentre sobre él como

el mostrado en la figura 3.9, si la aceleracion con la que se desliza el bloque es de a = 4 sﬂz y el angulo

de inclinacion es de 8 = 50°
Solucion:
Despejando el coeficiente de friccion en la ecuacion 3.23, se tiene que el coeficiente de friccion es de:

m m

= = 0.5567
g cos 6 (9.8 sz) (cos 509)

Ejemplo 3.22
Calcule el angulo por el cual un blogue se mueve sobre un plano inclinado como el mostrado en la

figura 3.9, si la aceleracion con la que se desliza es de a = 3 Sﬂz y el coeficiente de friccién es de u =
0.6.
Solucion:

Al utilizar la ecuacion 3.23 vemos que es dificil, para los objetivos de la obra, despejar el angulo por el
cual el bloque se desliza con la aceleracién y coeficiente de friccion dado en el problema. Para saber
el angulo se recurre al método grafico, el cual en el lado izquierdo de la misma ecuacién se colocan los
términos constantes y en el lado restante los términos que contienen la variable buscada. Asi, esta

ecuacion queda de la siguiente manera:
m

a 2

—=sen § — (0.6) cos § =—3—=0.3061

g 9.8 3z
Al graficar ambos lados de la ecuacién, observamos que el cruce de ambas graficas nos revela el
angulo por el cual se desliza el bloque con la aceleracion y el coeficiente de friccion establecidos en el
problema.
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En la figura 3.10 se muestra que el angulo en el cual se cruzan ambas graficas es en 6 = 46° |
aproximadamente.

Ejemplo 3.23

Si el angulo con el cual comienza a deslizarse un bloque sobre un plano inclinado es de 8 = 30° .
Calcule el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano inclinado.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.24, se tiene que el coeficiente de friccién es:

u=tanf = tan 30° =0.5773

Ejemplo 3.24

Si el coeficiente de friccion entre un plano inclinado y el bloque que se encuentra sobre él como se
muestra en la figura 3.9, es de u = 1.5, encuentre el angulo por el cual comienza a deslizarse.
Solucion:

Despejando el angulo de la ecuacion 24, se tiene:

0 = tan"1(n) = tan™1(1.5) = 56.30°

Encuentre la aceleracién con la que se movera el bloque y la tensién en la cuerda mostrada en la figura
3.11, suponiendo que los coeficientes de friccién entre los bloques y la superficie horizontal es el mismo.

T fl"2
< m, |—»
fr,
FL
fr, M g
4_
Figura 3.11

Las ecuaciones de las fuerzas para cada bloque son:
F—fry—fr,=ma 3.25

Donde:
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fri =pulmy +my)g 3.26

fro=umy, g 3.27

Sustituyendo las ecuaciones 3.26 y 3.27 en la ecuacién 3.25, se obtiene:

F—u(my+my)g—um, g=ma 3.28
Y
T—umy,g=0 3.29
Resolviendo:
a =" . — 3.30
Y
T=umy g 3.31
Ejemplo 3.25

Calcule la tension y la aceleracion con la que se movera el blogue de masa m; mostrado en la figura
3.11, si el coeficiente de friccion es de u = 0.5, las masas de los bloques son m; =20 kg y m, =
10 kg, y la fuerza con la que se jala el bloque de masa m; esiguala F = 200 N.
Solucion:
Utilizando las ecuaciones 3.30 y 3.31, se tiene:
m
F—pu(my +2my)g 200 N—(0.5)(20 kg + (2)(10 kg)) (9.8 = 5_2) i,
= my - 20 kg Tt s

m
T=pm; g=(05)(10 g)(9.8 5_2) =49 N

Ejemplo 3.26
Calcule las masas de los bloqgues mostrados en la figura 3.11 si la tensién en la cuerda es de T =
150 N, el coeficiente de friccion es de u = 0.5, la aceleracién con la que se mueve el bloque de masa

myesdea=1 sz y la fuerza con que es tirado el bloque de masam, esde F =400 N .

Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.31, y despejando m,, se tiene:

T 150 N

K9 (0.5) (9.8 Sﬂz)

Utilizando la ecuacion 3.30 y despejando m;, se tiene:

m
o F-2umg_ 400 N — (2)(0.5)(30.61 kg) (9.8 5_2)
= _
atug 1 Sﬂz+(o.5)(9.8 sz)

=16.95 kg
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Ejemplo 3.27
Calcule el coeficiente de friccion y la tension en la cuerda mostrados en la figura 3.11 si las masas de

los bloques sonm; =10 kg, m, =5 kg, la aceleracion es de a = 2 Zylafuerzaesde F =100 N.

s2
Solucion:
Empleando la ecuacion 3.30 y despejando el coeficiente de friccion, se tiene:

m
F—ma 100 N — (10 kg) (2 7)

_ _ = 0.41
(my+2m2)g (10 kg + (2)(5 kg)) (98 %)

u

Y empleando la ecuacion 3.31, la tensién es igual a:
m
T=pum, g=(041)G kg) (9.8 S—z) = 20.09 N

Ejemplo 3.28
Calcule la tension en la cuerda y la fuerza con la que se jala el blogue de masa m,; mostrado en la
figura 3.11, si las masas de los blogues sonm; =10 kg, m, =5 kg , el coeficiente de friccion es de

i = 0.5, la aceleracion con la que se mueve el bloque m, esde a = 3 sﬂz

Solucion:
Empleando la ecuacion 3.30 y despejando la fuerza, se tiene:

F = u(my +2 my)g +mya = (05)(10 kg + 2)(5 kg)) (9.8 Sﬂz) —98 N

Y empleando la ecuacion 3.31, la tension es igual a:
m
T = umyg = (0.5)(5 kg) (9.8 5_2) — 245N

Ejemplo 3.29

Calcule el coeficiente de friccion y la aceleracion con la que se movera el bloque de masa m; mostrado
en la figura 3.11, sitension es de T = 10 N, las masas de los bloques son m; =20 kgym, =10 kg y
la fuerza con la que son jalados es iguala F = 100 N.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.31 y despejando el coeficiente de friccion, se tiene:

= 0.102

T 10 N
M = =
my g (10 kg) (9.8 sz)

Empleando la ecuacion 3.30 y despejando la aceleracién, se tiene:

m
Fu@ my+2my)g 100 N—(0.102)(20 kg + (2)(10 kg)) (9.8 3) o
a= my B (20 kg) Y]
Encuentre la aceleracion con la que se moveran los bloques y la tension en la cuerda mostrada en la

figura 3.12, suponiendo que los coeficientes de friccion entre los bloques y la superficie horizontal son
los mismos.

L m, fr,

—>

® fr2
T F

<
<«

=

fr,



Figura 3.12
Las ecuaciones de las fuerzas para el blogue de masa m,, son:
fr1 = plmy +my)
fry=pmy
F—fri—fr,—T=mya
Sustituyendo las ecuaciones 3.32 y 3.33 en la ecuacién 3.34, tenemos:
F—umig—2um,g —T =mya

Las ecuaciones de las fuerzas para el bloque de masa m,, son:
T —fr, =mya

Sustituyendo las ecuaciones 3.33 en la 3.36 se concluye que la tension es igual a:

T —umy,g = mya
Resolviendo para a, se tiene que la aceleracion es igual a:
a= F-3um,g-pumyg
m1+m2

y para la tensién se tiene:

T = my(F—2um,g)
m1+m2

Ejemplo 3.30

3.32

3.33

3.34

3.35

3.36

3.37

3.38

3.39

Calcule la tension y la aceleracién con la que se moveran los bloques mostrados en la figura 3.12, si el
coeficiente de friccion es de u = 0.5, las masas de los bloques son m; =20 kgy m, =10 kg y la

fuerza con la que son jalados es igual a F = 400 N.
Solucion:
Utilizando las ecuaciones 3.38, se tiene que la aceleracién es igual a:

P —3umyg—pmyg 400 N = (3)(0.5)(10 kg) (9.8 sz) — (0.5)(20 kg) (9.8 Sﬂz)

4 my +my, 20 kg +10 kg

Equivalentemente, se tiene:
m
a=516 =

52

Al utilizar la ecuacion 3.39, se tiene que la tensién es igual a:
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my(F — 2umyg) (10 k9) (400 N = (2)(0.5)(10 ko) (98 13))

=100.66 N
my +ms, 20 kg +10 kg

Ejemplo 3.31
Calcule las masas de los bloques mostrados en la figura 3.12 si la tension en la cuerdaesde T = 20 N,

el coeficiente de friccion es de ¢ = 0.5, la aceleracion con la que se mueven los bloques esdea = 1 522
y la fuerza con que es tirado el bloque es de F = 400 N .
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.37 y despejando m,, se tiene:
T 20 N

=M9+a=(0-5)(9-8 @)+ %)

m, = 3.38 kg

Al utilizar la ecuacion 38 y despejando m, , se tiene:
m m
F — 3umyg —mya 400 N = (3)(0.5)(3.38 kg) (9.8 5_2) — (3.38 kg) (1 5—2)
M T ugta 0.5)(98 )+ (1 3)
' ' 52 52

=588 kg

Ejemplo 3.32
Calcule el coeficiente de friccion y la tension en la cuerda mostrados en la figura 3.12 si las masas de

los bloques sonm; =10 kg, m, =5 kg, la aceleracion es de a = 2 ﬂz y la fuerza es de F =100 N.
S

Solucion:
Sumando la ecuacion 3.35 a la 3.37, se tiene:

F —umyg — 3umyg = (my + my)a
En consecuencia:

m
F—(my +my)a 100 N—(10 kg +5 k9) (2 37)
(my+3m2)g (10 kg + (3)(5 kg)) (98 sz)
Empleando la ecuacion 3.37 y despejando la tensién, se tiene:

m m
T=mya+pug)=(5kg)(2 +(0.2857) (9.8 5—2) =23.99 N

= 0.2857

IJ_:

Ejemplo 3.33
Calcule la tension en la cuerda y la fuerza con la que se jala el blogue de masa m,; mostrado en la
figura 3.12, si las masas de los bloques sonm; =10 kg, m, =5 kg , el coeficiente de friccion es de

1 = 0.5, la aceleracién con la que se mueven los blogues es de a = 3 sﬂz

Solucion:
Empleando la ecuacion 3.37 y despejando la tension, se tiene:

T = my(ug + a) = (5 kg) ((0.5) (9.8 g) +3 g) — 395N

Empleando la ecuacion 3.35 y despejando la fuerza, se tiene:
F=mug+a)+2umyg+T

F = (10 kg) ((0.5) (9.8 g) +3 g) + (@05 kg) (98 g) +395 N

F=1675N
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é igu .13, qué fuerz i ues u i6 ) u
En la figura 3.13 é fuerza se necesita para dar a los blogques una aceleraciéon de 3.0 m/s? para un

coeficiente de friccion dado?

F R m,
Fl > F2
fr, m m
DT fr
fr, 3 —
Figura 3.13

Las expresiones de las fuerzas que actian en cada bloque estan dadas por:

F —fr; = a(my + my, + my)
fri = p(my + my + m3)g
F —u(my + my + my)g = a(my; + my, + my)
Despejando la aceleracién de esta Ultima ecuacion se tiene:

_ F—u(mi+my+ms)g

mq+my+ms
La fuerza que existe entre los bloques 1y 2 es:
Fy = fry; = a(m; + m3)
fry =ulm; +m3)g
Fy — u(my + m3)g = a(m, + mg3)

En consecuencia, la fuerza F; o la fuerza entre los bloques 1y 2 es igual a:
Fy = p(m, + m3)g + a(m;, + ms3)

Sustituyendo la aceleracion, se tiene:

(my+ms3)(F—pu(m,+my+ms)g) — (mg+m3)F

F; = u(my + mg)g +

m1+m2+m3
Las fuerzas que actian sobre el bloque 3 son:

F2 - fT3 = m3 a
Donde:

frs=pmsg
Fo—umz3 g=cmsza
Finalmente, la fuerza F, es igual a:

F=umsz g+ msg a
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Sustituyendo la aceleracion, se concluye que F, o la fuerza entre el bloque 2y 3 es igual a:

mz(F—pu(mq,+my+ms)g) — mgF

3.53

F,=pmz gtemga=pmz g+

mi+my+msg mi+my+msg

Ejemplo 3.34
Calcule las fuerzas que actian en cada bloque mostrado en la figura 3.13, si el coeficiente de friccion

es de u = 0.5, la aceleracién con la que se mueven los bloques es de a = 3 szy la masa de los bloques
esdem; =10 kg, my, =20 kg y m; = 30 kg.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.42 y despejando la fuerza, tenemos:

m m
F=@2 g+a)(im, +m,+ms) = <(0.5) (9.8 5—2) +3 S—2> (10 kg + 20 kg + 30 kg) = 474 N
Utilizando la ecuacién 3.46 y despejando la fuerza F;, tenemos:
m m
Fy=(ug+a)(m, +ms) = ((0.5) (9.8 5_2) +3 S—2> (20 2 kg +30 kg) = 395 N
Utilizando la ecuacién 3.52 y despejando la fuerza F,, tenemos:

F,=(ug+a) ms= <(0.5) (9.8 g) +3 g) (30 kg) = 237 N

Ejemplo 3.35
Calcule el coeficiente de friccidn y la fuerza, si la aceleraciéon con la que se mueven los bloques de la

figura 3.13 es a = 2 sﬂz las masas de los bloques son m; =10 kg, m, =20 kg y m3 =30 kg, y la
fuerza entre el bloque 2y 3 es F, = 100 N.
Solucion:

Utilizando las ecuaciones 3.53, se tiene que la fuerza F es igual a:

P (my + my + m3)F, _ (10 kg + 20 kg + 30 kg)(100 N)

=200 N
ms 30 kg

Para calcular el coeficiente de friccidn, utilizamos la ecuacion 3.42, es decir:

m
“=F_a(m1+m2+m3)=200N_(2 =7) (10 kg + 20 kg +30 k) o
(my +m, +m3)g (10 kg + 20 kg + 30 kg) (9.8 sz)

Ejemplo 3.36

Calcule la aceleracion y la fuerza F | si el coeficiente de friccion que existe entre la superficie horizontal
y los bloques es de p = 0.3, las masas de los bloques son m; = 10 kg, m, = 20 kg y m; = 30 kg, la
fuerza entre el bloque 2y 3 es F, = 200 N.

Solucion:

Utilizando las ecuaciones 3.53, se tiene que la fuerza F es igual a:

+ + F. 10 kg + 20 kg + 30 kg)(200 N
F=(m1 m, +m;3) 2=( g g g)( ):4001\[
mg 30 kg

Para calcular la aceleracion con la que se moveran los bloques, utilizamos la ecuacion 3.42, es decir:
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m
_F—p(my +my +my)g _ 400 N - (0.3)(10 kg + 20 kg + 30 kg) (9.8 5_2) L,
(my + my, + m3) (10 kg + 20 kg + 30 kg) T s2

Tres blogues m,, m, y ms estan unidos como se muestra en la figura 3.14. Para un determinado
coeficiente de friccion estatico entre el bloque de masa m, y la superficie horizontal, calcular la
aceleracion con la gue se moveran los bloques y las tensiones en las cuerdas.

1 T,
& [
mZ Ll

T,

m,

lmsg
Figura 3.14
Las fuerzas que actlian en cada bloque se muestran en la figura 3.14. En consecuencia, las ecuaciones
de las fuerzas para cada cuerpo son:

T,—myg=mya 3.54
T,—T,—fr=mya 3.55
Ty, —m3 g=-m3za 3.56

fr=pumy g 3.57

Sustituyendo la ecuacion 3.51 en la 3.49, se tiene:
T,—=Ty—umy, g=m,a 3.58

Combinando estas cuatro ecuaciones encontramos que la aceleracion a, las tensiones T; y T, en
funcion de las masas m,, m, y ms, son:

mszg-myg—um
a= 39 1g—Hmag 3.59
my+my+ms
2mimyg+mimyg—umm
T1= 1M3g 1Mxg—pumimyg 3.60
m1+m2+m3
2Zmymgg+um,msg+m,m
T2= 1Mzg+umymszg 2M3g 3.61
my+my+ms

Estos resultados se obtuvieron suponiendo que la masa m; se mueve hacia abajo, venciendo la masa
y la fricciébn de m, y el peso de la masa m;.

Ejemplo 3.37

Calcule la aceleracion con la que se mueven los blogues y las tensiones en las cuerdas mostrados en
la figura 3.14 si sus masas son de m; = 10 kg, m, = 20 kg, m3 = 30 kg y el coeficiente de friccion es
igual a u = 0.2.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 3.59, la aceleracion es igual a:
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_mzg —myg —umyg (30 kg — 10 kg — (0.2)(20 kg)(9.8 m/s?) 961 m
“= m;+my+my 10 kg + 20 kg + 30 kg e

Utilizando la ecuacién 3.60, vemos que la tension T, es igual a:

. (2)(10 kg)(30 kg) + (10 kg)(20 kg) (9.8 sz) —(0.2)(10 kg)(20 kg) (9-8 sz) 36.13 N
)= 10 kg + 20 kg + 30 kg T
Utilizando la ecuacion 3.61, vemos que la tension T, es igual a:
; (2)(10 kg)(30 kg) + (0.2)(20 kg)(30 kg) (9-8 sz) +(20 kg)(30 kg) (9'8 sz) 1276 N
2 = 10 kg + 20 kg + 30 kg B .
Ejemplo 3.38

Calcule las masas de los bloques mostrados en la figura 3.14, si las tensiones en las cuerdas son
igualesaT; =20 Ny T, = 150 N, la aceleraciéon es de a = 3 sz y el coeficiente de friccion es igual a

u=0.2.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.54, vemos que la masa m, es igual a:
T 20 N
g+a 9843
s

my 77 = 1.56 kg
sz
Utilizando la ecuacion 3.56, vemos que la masa m5 es igual a:

T, 150 N

g—a 98 ;”—2—

ms = 7 = 22.06 kg

sz

Finalmente, empleando la ecuacion 3.58, concluimos que la masa m, es igual a:
mz:TZ—le 150 N —20 N — 2621 kg

pgta (0.2)(9.8 Sﬂz)+3 Sﬂz

Ejemplo 3.39
Calcule las masas m; y ms , y el coeficiente de friccion que existe entre el bloque de masa m, y la
superficie horizontal mostrados en la figura 3.14, si las tensiones en las cuerdas son iguales a T; =

20 Ny T, =40 N, la aceleracién esde a = 3 sﬂz y la masa del bloque 2 es igual am, =5 kg.

Solucion:
Utilizando la ecuacion 3.58, vemos que el coeficiente de friccion es igual a:

T,—T,—mya 40N—20N-(5 kg) (3 )
myg 5 kg) (98 sz)

p= =0.102

Utilizando la ecuacion 3.54, vemos que la masa m, es igual a:
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T, 20N
g+a 983
S

my 7 = 1.56 kg

2

%)

Utilizando la ecuacion 3.56, vemos que la masa m5 es igual a:

T, 40N
g—a 98%—3

msg = =5.88 kg

m
s2

Calcular la aceleracién con la que se moveran los bloques de la figura 3.15, suponiendo que se aplica
una fuerza F y los coeficientes de friccién entre la superficie y los bloques son diferentes.

fr, B T - F
«— m fr, m, g
4_
Figura 3.15

Las fuerzas que actian en cada bloque estdn mostradas en la misma figura. Las ecuaciones de las
fuerzas para cada cuerpo son:

T—fr,=ma 3.62
fri=mmg 3.63
T—pu m g=ma 3.64
F-T—fr,=m,a 3.65
fr2 = uymyg 3.66
F-T—-u,my,g=mya 3.67

Utilizando las ecuaciones 3.62 y 3.67, la aceleracion a se calcula por medio de la siguiente ecuacion:

— F—p,mpg—p,myg 3 68
my+m, )

a

Despejando la tension contenida en la ecuacion 58 y sustituyendo la aceleracion expresada en la
ecuacion 62, se tiene:

mq F+mim -
T = 1 1 My (U1—p3)g 3.69
mq+m,

Si no hubiese friccion entre la superficie y los bloques, la ecuacion para la aceleracion y la tension se
simplificarian:

= 3.70
mq+m,
Y
T=Tuf 3.71
mq+m,
Ejemplo 3.40

91



Calcule la aceleracion con la que se moveran los bloques y la tension en la cuerda mostrados en la
figura 3.15 si las masas de los bloques son m; = 10 kg, m, = 20 kg, los coeficientes de friccion son
Uy = 0.2y u, = 0.3y lafuerza con la que se mueven es F = 150 N.

Solucion:

Utilizando la ecuacion 3.68, la aceleracion con la que se moveran los bloques es igual a:

F—pgmag —mmyg 150 N = ((0:3)(20 kg) + (02)(10 kg)) (9.8 sz)

m
=238 —
4 my +m, 10 kg + 20 kg s?
Utilizando la ecuacién 3.69, la tension en la cuerda es igual a:
m
L F e my G — g (10 kg)(150 N) + (10 kg)(20 kg)(0.2 — 0.3) (9.8 5_2) .

my +m, 10 kg + 20 kg

Ejemplo 3.41
Calcule la tension y la fuerza que se aplica al bloque de masa m, mostrado en la figura 3.15, si la

aceleracién con la que se mueven los bloques es de a = 3 sz las masas de los blogues son m; =

10 kg, m, = 20 kg y los coeficientes de friccion u; = 0.2y u, = 0.3.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.64, la tension en la cuerda que tira del bloque de masa m, es igual a:

T=my(y g+ a)= (10 kg) ((0.2) (9.8 Sﬂz) +3 g) =496 N

Finalmente, la fuerza que actla sobre el bloque de masa m, se calcula por medio de la ecuacién 3.65:

m m
F=T+pumy, g+m, a=49.6 N + (20 kg) <(0.3) (9.8 5_2) +3 S—2> =168.4 N

Ejemplo 3.42
Calcule la tensién y la masa m, del bloque mostrado en la figura 3.15, si la aceleracion con la que se

mueven los bloques es de a = 4 sﬂz la fuerza que tira del bloque de masa m, es de F = 150 N la masa

m, = 15 kg y los coeficientes de friccion son pu; = 0.2y u, = 0.3.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 3.64, la tension en la cuerda que tira del bloque de masa m, es igual a:

T=m(y g+ a)= (15 kg) ((0.2) (9.8 sz) +4 g) =89.4 N

Empleando la ecuacion 3.67, la masa m, del bloque es igual a:

m, =

F-T 150 N —89.4 N
— =8.73 kg
€«

L gta (03)(98 ;) +4

Ejemplo 3.43
Calcule la tensién y la masa m; del bloque mostrado en la figura 3.15, si la aceleracion con la que se

mueven los bloques es de a = 4 sz la fuerza que tira del bloque de masam, esde F = 150 N, lamasa

m, = 20 kg y los coeficientes de friccién son u; = 0.2y u, = 0.3.
Solucion:
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Utilizando la ecuacién 3.67, la tension en la cuerda que tira del bloque de masa m, es igual a:
m m
T=F—my(u, g+a)=150 N — (20 kg) <(0.3) (9.8 5_2) +4 S—2> =112 N

Utilizando ahora la ecuacion 3.64, la masa m; del bloque es igual a:

T 11.2 N 188 k
m1 = = = L g
U g+a m m
19 0.2)(98 7) +4
Ejemplo 3.44
Calcule las masas de los bloques mostrados en la figura 3.15, si la aceleracién con la que se mueven

m

los blogues esdea =5 = la fuerza que tira del bloque de masa m, es de F = 250 N, la tension en la

cuerdaes T =100 Ny los coeficientes de friccion son y; = 0.2y u, = 0.3.
Solucion:
Utilizando la ecuacion 3.64, la masa m; es igual a:

T 100 N I
my = = = . g
mgta (02)(98 3)+5

Utilizando la ecuacion 3.67, la masa m, es igual a:

F-T 250 N — 100 N
m, = =

+a m m

M2 g 03)(98 7) +5

Calcule la tension en la cuerda que sujeta a un bloqgue como el mostrado en la figura 3.16 si: a).- El
bloque se encuentra en reposo, b).- El bloque se mueve hacia arriba o hacia abajo con velocidad
constante, c).- El bloque se mueve hacia arriba con una determinada aceleracion y d).- El blogue se
mueve hacia abajo con una determinada aceleracion.

= 18.89 kg

l P=mg

Figura 3.16
a).- Si el bloque se encuentra estético, la tension es igual a peso, es decir:

T=mg 3.72

b).- Si el bloque se mueve con velocidad constante hacia arriba y hacia abajo, la tension de nuevo es
igual a peso, es decir:

T=mg

m
N

c).- Si el bloque sube con una aceleracion de a = 6 —, la tension es igual a:
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T-mg=ma

Es decir:
T=m(g+ a) 3.73
d).- Si el bloque baja con una aceleracion de a = 6 sﬂz la tension es igual a:
T-mg=—ma
Es decir:
T=m(g— a) 3.74
Ejemplo 3.45

Calcule la tension en la cuerda que sujeta un blogue de m = 100 kg de masa si: a).- El bloque se
encuentra en reposo, b).- El bloque se mueve hacia arriba o hacia abajo con velocidad constante, c).- El

bloque se mueve hacia arriba con una aceleracion de a = 6 g y d).- El bloque se mueve hacia abajo

., m
con una aceleracion de a = 3 =

Solucion:
a).- Si el blogue se encuentra estético, la tension es igual a peso, es decir:

m
T=m g = (100 kg) (9.8 5_2) — 980 N

b).- Si el bloque se mueve con velocidad constante hacia arriba y hacia abajo, la tensién de nuevo es
igual a peso, es decir:

T=m g = (100 kg) (9.8 sz) — 980 N
c).- Si el bloque sube con una aceleracion de a = 6 g la tension es igual a:
9.8m

m
T=m(g+ a)=(100kg)( +62 5_2)=1580N

S2
d).- Si el bloque baja con una aceleracion de a = 6 sﬂz la tension es igual a:

m m
T=m(g— a)= (100 kg)(9.8 =3 S—z)=680N

3.7 Preguntas y problemas

Preguntas

1.- Establezca el concepto de masa.

2.- Defina el Kilogramo Patrén.

3.- Defina el concepto de Fuerza.

4.- Defina el Newton.

5.- Establezca las tres Leyes de Newton.

6.- Defina el peso de un cuerpo.

7.- Defina la Fuerza de Friccion.

8.- Explique el método experimental por el cual se obtiene el Coeficiente de Friccion Estatico.
9.- ¢Un cuerpo puede tener diferentes pesos a pesar de no variar su masa?

10.- ¢Un cuerpo puede tener masay no tener peso? ¢ Puede tener peso y no tener masa?

Problemas
1. Calcule los valores de las tensiones en las cuerdas que sujetan el bloque mostrado en la figura
3.17.
94 ' B
T,



Figura 3.17
Sol. T, =23835 Ny T, = 311.14 N.
2. Calcule los valores de las tensiones en las cuerdas que sujetan el blogue mostrado en la figura
3.18.
B |
T, i
j A T, 20° '
j : o
P =200 N
A 4
Figura 3.18
3. Sol. T, =549.49 Ny T, = 584.76 N.
4, Calcule los valores de las tensiones en las cuerdas que sujetan el blogue mostrado en la figura
3.19.

Figura 3.19
Sol. T, = 26619 Ny T, = 375.31 N.
5. Encuentre la tension en la cuerda en la figura 3.3 si la masa del bloque es igual a m = 50 kg.
Sol. T =490 N.
6. Si la tensién en la cuerda de la figura 3.3 es igual a T = 65 N, calcule la masa del bloque que

esta suspendida.
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Sol. m = 6.63 kg.

7. Encuentre la tension en la cuerda en la figura 3.4 si la masa del bloque es igual a m = 50 kg.
Sol. T = 245 N.
8. Si la tensién en la cuerda de la figura 3.4 es igual a T = 65 N, calcule la masa del bloque que

esta suspendida.
Sol. m = 13.27 kg.

9. Encuentre la tension en la cuerda en la figura 3.5 si la masa del bloque es igual a m = 50 kg.
Sol. T = 61.25 N.
10. Si la tensién en la cuerda de la figura 3.5 es igual a T = 65 N, calcule la masa del bloque que
esta suspendida.
Sol. m = 53.06 kg.
11. En una méquina de Atwood las masas de los bloques son de m; =30 kg y m, = 15 kg,
encuentre la aceleracién con la que se moveran los bloques y la tensién en la cuerda.

Sol.a=3.27 ZyT =196 N.
S

12. En una maquina de Atwood la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 7 Sﬁzy la
tension en la cuerda es de T = 60 N, calcule las masas de los bloques.

Sol. m; =21.43 =y m, = 3.57 =
13. En una maquina de Atwood la aceleracion con la que se mueven los bloques esde a = 5 Sﬁzy la

masa mas grande es de m; = 45 kg, calcule la masa del bloque restante y la tension en la cuerda.
Sol. T =216 Ny m, = 14.59 kg.

14. En una maquina de Atwood la tension en la cuerda es de T = 50 N y la masa del bloque mayor

es de my; = 30 kg, calcule la aceleracién con la que se moveran los bloques y la masa del bloque

restante.

m
Sol. a = 8.13 ZYMm = 2.79 kg
15. En una maquina de Atwood la tension en la cuerda es de T = 60 N y la masa del bloque menor
es de m, =5 kg, calcule la aceleracién con la que se moveran los bloques y la masa del bloque
restante.

Sol.a=22 Zym, =789 kg.

52

16. En una maquina de Atwood la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 5 532 y
la masa del bloque menor es de m, = 6 kg, calcule la tension en la cuerda y la masa del bloque
restante.

Sol. T=88.8 Nym; =185 kg.
17. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la masa del bloque que se encuentra
sobre el plano es de m; = 30 kg y la que se encuentra suspendida es de m, = 2 kg. Encuentre la
aceleracién con la que se moveran los bloques y la tensién en la cuerda.

Sol. a = 06125 Sy T = 1838 N.
18. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los
bloques esde a =7 sz y la masa del bloque que se encuentra sobre el plano horizontal es de m; =

35 kg. Encuentre la masa del bloque restante y la tension en la cuerda.
Sol. T =245 Ny m, = 87.5 kg.
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19. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los
bloquesesdea = 3 sﬂz y la masa del bloque que se encuentra suspendida es de m, = 15 kg. Encuentre

la masa del bloque restante y la tension en la cuerda.
Sol. T =102 Nym; = 34 kg.
20. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la tension en la cuerda que une a los
bloques es de T = 50 N y la masa del blogue que se encuentra sobre el plano horizontal es de m, =
30 kg. Encuentre la masa del bloque restante y la aceleracion con la que se moveran los bloques.
Sol. a =1.67 Zym, =615 kg.
21. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la tension en la cuerda que une a los
bloques es de T =20 N y la masa del bloque que se encuentra suspendida es de m, = 30 kg.
Encuentre la masa del bloque restante y la aceleracion con la que se moveran los bloques.

m
Sol. a =9.13 ZYm = 2.19 kg.
22. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.7, la aceleracion con la que se mueven los

bloques es de a = 6.5 sﬂz y la tensién en la cuerda que une los bloques es de T = 37 N. Encuentre las

masas de ambos bloques.
Sol. my =5.69 kgy m, = 11.21 kg.
23. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra
sobre el plano es de m; = 25 kg y la que se encuentra suspendida es de m, = 15 kg. Si el coeficiente
de friccién es de u = 0.1, encuentre la aceleracién con la que se moveran los bloques y la tensién en
la cuerda.
m

Sol.a=3.07 yT=101.17 N.
N

24, En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra
sobre el plano es de m; = 15 kg y la aceleracién con la que se mueven los bloques esde a = 6 sﬂz Si
el coeficiente de friccién es de u = 0.1, encuentre la tensién en la cuerda que une a los bloques y la
masa del blogue restante.

Sol. m, = 27.55 kgy T = 104.7 N.
25. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra
suspendida es de m, = 25 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 4 sﬂz Si el
coeficiente de friccién es de u = 0.1, encuentre la tensién en la cuerda que une a los bloques y la masa
del bloque restante.

Sol. m; =29.12 kgy T = 145.0 N.
26. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra
suspendida es de m, = 40 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 4 sﬂz Sila
masa del blogue que se encuentra sobre la superficie es igual a m; = 10 kgencuentre la tension en la
cuerda que une los bloques y el coeficiente de friccion.

Sol. u =196y T =2324 N.
27. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8 la masa del blogque que se encuentra
suspendida es de m, = 30 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 2 sz Siel
coeficiente de friccion es de u = 0.1, encuentre la tensioén en la cuerda que une ambos bloques y la
masa del blogue que se encuentra sobre la superficie horizontal.

Sol. m; =7852kgyT =234 N.
28. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la masa del bloque que se encuentra
sobre la superficie horizontal es de m; = 15 kg y la aceleracion con la que se mueven los bloques es

97



dea=2 Sﬁz Si la tensién en la cuerda que une los bloques es de T = 80 N, encuentre el coeficiente de

friccion y la masa del blogue que se encuentra suspendida.

Sol. u = 0.340 y m, = 10.26 kg.
29. En un arreglo como el que se muestra en la figura 3.8, la tensioén en la cuerda que une los
bloques es de T =50 N, la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a =4 sﬂz Si el

coeficiente de friccion es de u = 0.2, encuentre las masas de los bloques.
Sol. my =839 kgy m, =862 kg.
30.  Calcule la aceleracion con la que se deslizara un bloque si el &ngulo de inclinacién en un plano
inclinado es de 8 = 70° y el coeficiente de friccion es de u = 0.4.
Sol.a =787 .
31. Calcule el coeficiente de friccion entre el plano inclinado y un bloque que se encuentre sobre él

si la aceleracién con la que se desliza el bloque es de a = 5.0 "21 y el angulo de inclinacién es de 6 =
60°.

2
Sol. u = 0.711.
32. Calcule el angulo por el cual un bloque se mueve sobre un plano inclinado si la aceleracion con

la que se deslizaes de a = 4 smz y el coeficiente de friccion es de u = 0.5.

Sol. 6 = 489,
33. Si el &ngulo con el cual comienza a deslizarse un bloque sobre un plano inclinado es de 8 = 40°
. Calcule el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano inclinado.

Sol. u = 0.839.
34. Si el coeficiente de friccion entre un plano inclinado y el bloque que se encuentra sobre él es de
u = 1.2, encuentre el angulo por el cual comienza a deslizarse.

Sol. 8 = 50.19°.
35. Calcule la tensién y la aceleracion con la que se movera el bloque de masa m,; mostrado en la
figura 3.11, si el coeficiente de friccién es de u = 0.3, las masas de los bloques son m; = 15 kgym, =
5 kg, y la fuerza con la que se jala el bloque de masa m, es iguala F = 300 N.

Sol. a = 15.1 sﬁzy T =147 N.
36. Calcule las masas de los blogues mostrados en la figura 3.11 si la tension en la cuerda es de
T =30 N, el coeficiente de friccion es de ¢ = 0.5, la aceleraciéon con la que se mueve el bloque de

masam,; esde a = 2 smz y la fuerza con que es tirado el blogue de masa m, esde F =500 N .

Sol. m, = 6.12 kgy my = 63.77 kg.
37. Calcule el coeficiente de friccion y la tension en la cuerda mostrados en la figura 3.11 si las
masas de los bloques son m; =15 kg, m, =10 kg, la aceleracion es de a =1 sz y la fuerza es de
F =250 N.

Sol.u=0.685yT =67.14 N.
38. Calcule la tensién en la cuerda y la fuerza con la que se jala el bloque de masa m; mostrado en la
figura 3.11, silas masas de los bloques sonm; = 30 kg, m, =15 kg, el coeficiente de friccion es de
u = 0.4, la aceleracion con la que se mueve el bloque m, es de a = 4 sz

Sol. T =588 NyF = 3552 N.
39. Calcule el coeficiente de friccién y la aceleraciéon con la que se movera el bloque de masa m,
mostrado en la figura 3.11, sitension esde T = 20 N, las masas de los bloques sonm; = 25 kgy m, =
15 kg y la fuerza con la que son jalados es igual a F = 300 N.
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Sol. = 0136y a = 9.06 .
40. Calcule la aceleracion y la tension con la que se moveran los blogues mostrados en la figura 3.12,
si el coeficiente de friccion es de ¢ = 0.4, las masas de los bloques sonm; =20 kgym, =15 kgyla
fuerza con la que son jalados es igual a F = 500 N.

Sol.a=7.00 ZyT =163.88 N.

SZ
41. Calcule las masas de los blogues mostrados en la figura 3.12 si la tensién en la cuerdaes de T =
50 N, el coeficiente de friccion es de u = 0.5, la aceleracién con la que se mueven los bloques es de

a=2 SEZ y la fuerza con que es tirado el bloque es de F = 500 N.

Sol. m, = 7.25 kgy my; = 5492 kg.
42. Calcule el coeficiente de friccidn y la tension en la cuerda mostrados en la figura 3.12 si las masas

de los bloques son m; =25 kg, m, =15 kg, la aceleracion es de a = 3 "21 y la fuerza es de F =
250 N.

S
Sol.u=0.189yT = 7278 N.
43. Calcule la tensién en la cuerda y la fuerza con la que se jala el bloque de masa m, mostrado en la
figura 3.12, silas masas de los bloques sonm,; = 20 kg, m, =15 kg , el coeficiente de friccion es de
u = 0.5, la aceleracion con la que se mueven los bloques es de a = 3 sz

Sol.T=1185 Ny F =4235N .
44, Calcule las fuerzas que actian en cada bloque mostrado en la figura 3.13, si el coeficiente de

friccion es de u = 0.4, la aceleracién con la que se mueven los bloques es de a = 2 Sﬂzy la masa de los

bloques es de m; = 15 kg, m, = 25 kg y m3 = 35 kg.
Sol. F =444 N,F, =3552 N yF, = 207.2 N.
45. Calcule la fuerza F y el coeficiente de friccion mostrados en la figura 3.13, si la aceleracion con la

gue se mueven los blogues es de a =6 sz las masas de los bloques son m; =15 kg, m, =25 kg y
m3 = 35 kg, y la fuerza entre el bloque 2y 3 es F, = 200 N.

Sol. F = 42857 Ny u = 0.379.
46. Calcule la fuerza F y la aceleracion con la que se moveran los bloques mostrados en la figura 3.13,
si el coeficiente de friccibn que existe entre la superficie horizontal y los bloques es de u = 0.3, las
masas de los bloques son m; =5 kg, m, = 25 kgy m3 = 20 kg, la fuerza entre el bloque 2y 3 es F, =

200 N.
Sol. F =500 Ny a=7.06 =.
S

47. Calcule las masas m, y ms , y el coeficiente de friccidbn que existe entre el bloque de masa m, y la

superficie horizontal mostrados en la figura 3.14, si las tensiones en las cuerdas son iguales a T; =

20 Ny T, = 60 N, la aceleracién es de a = 2 =y la masa del bloque 2 es igual a m, = 4 kg.

52
Sol. u =0.816, m; = 1.69 kgy ms = 7.69 kg.

48. Calcule la aceleracion con la que se moveran los bloques y la tension en la cuerda mostrados en la

figura 3.15, si las masas de los blogues son m; = 15 kg, m, = 30 kg, los coeficientes de friccion son

=02y u, =0.3ylafuerza con la que se mueven es F = 300 N.
Sol.a =4.05 =y T =109.8 N.

SZ
49. Calcule la tension y la fuerza que se aplica al bloque de masa m, mostrado en la figura 3.15, si la
aceleracion con la que se mueven los bloques es de a =5 2 las masas de los bloques son m; =

SZ
40 kg, m, = 60 kg y los coeficientes de friccion son y; = 0.2y u, = 0.3.
Sol.T=2784 NyF =7548 N.
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50. Calcule la tension y la masa m, del bloque mostrado en la figura 3.15, si la aceleracion con la que
se mueven los bloques es de a = 4 sz la fuerza que tira del bloque de masa m, esigual a F = 200 N,

silamasam,; = 10 kg y los coeficientes de friccion son y; = 0.2y u, = 0.3.

Sol. T =59.6 Nym, = 20.23 kg.
51. Calcule la tensién y la masa m; del bloque mostrado en la figura 3.15, si la aceleracién con la que
se mueven los bloques es de a = 3 sﬂz la fuerza que tira del bloque de masa m, es de F =300 N, la

masa m, = 40 kg y los coeficientes de friccion son y; = 0.2y u, = 0.3.

Sol. T =624 Nym, =12.58 kg.
52. Calcule las masas de los bloques mostrados en la figura 3.15, si la aceleracién con la que se
mueven los bloques esde a =6 sﬂz la fuerza que tira del bloque de masa m, es de F =300 N, la
tension en la cuerdaes T = 100 N y los coeficientes de friccién son u; = 0.2y u, = 0.3.

Sol. my =12.56 kgy m, = 22.37 kg.
53. Calcule la tensién en la cuerda que sujeta un bloque de m = 500 kg de masa mostrado en la figura
3.16, si: a).- El bloque se encuentra en reposo, b).- El bloque se mueve hacia arriba o hacia abajo con

velocidad constante, c).- El bloque se mueve hacia arriba con una aceleracién de a =9 sz y d).- El
bloque se mueve hacia abajo con una aceleracion de a = 5 sz

Sol.@).-T =4 900 N, b).-T =4 900 N,c).- T =9 400 Ny d).-T =2 400 N.
54. Calcule la aceleracién con la que subird el bloque mostrado en la figura 3.16, si la tension en la
cuerdaesdeT =2 000 Ny sumasaes dem = 100 kg.

Sol.a =102 =
N

55. Calcule la aceleracién con la que bajara el bloque mostrado en la figura 3.16, si la tension en la
cuerdaesde T =400 Ny sumasaes dem = 100 kg.

Sol.a =58 =.
N

4 TRABAJO Y ENERGIA

4.1 Concepto de Trabajo y Energia

Los cambios en el estado de un cuerpo estan relacionados con las fuerzas y con el tiempo durante el
cual se ejercen. Sin embargo, se pueden aplicar varias fuerzas a un cuerpo sin que experimente un
cambio de estado, aunque se apliquen por un tiempo prolongado. En este caso las fuerzas que influyen
sobre el cuerpo estan equilibradas. Sin embargo, cuando las fuerzas que actien sobre un cuerpo no
estén equilibradas, se produce un cambio en su estado, modificando su velocidad. EI cambio de
velocidad de un cuerpo es debido a que se ha movido ya sea traslacional y/o rotacionalmente. Cuando
el cuerpo se mueve en forma traslacional se ha desplazado una cierta distancia. El producto de la
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distancia por la componente de la fuerza en la direccion del desplazamiento del cuerpo se le conoce
como Trabajo. En todos los casos en los que se realiza un trabajo intervienen dos factores: la distancia
gue se desplaza y la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento del cuerpo.
Consideremos el caso del movimiento de un cuerpo en linea recta horizontal y que es accionado por
una fuerza que es constante, formando un angulo con respecto a la direccion del desplazamiento del
cuerpo. La figura 4.1 muestra esta situacion.

A 4

Figura 4.1
Como se muestra en la figura, el cuerpo se ha desplazado una distancia d por medio de la componente
de la fuerza en la direccion del desplazamiento del cuerpo. En consecuencia, el trabajo realizado por
la componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento del cuerpo, es igual a:

W=Fd cos 0O 4.1

La componente de la fuerza en la direccién del desplazamiento del cuerpo es igual a F cos 6. Para
calcular el trabajo realizado por esta fuerza es necesario conocer su componente en la direccion en la
gue se mueve el cuerpo, ya que es la que provoca su movimiento. En consecuencia, ninguna fuerza
gue sea perpendicular al desplazamiento del cuerpo produce un trabajo. Asi, la componente de la
fuerza en la direccion vertical (F senf) no realiza ningun trabajo debido a que es perpendicular al
movimiento del cuerpo.

Consideremos el sistema de fuerzas que actian sobre el cuerpo mostrado en la figura 4.2.

F, . F,
£ to, 5 ’ 1o, 3
k ~_ 0 _. ;g\ -~ 0 _
. >
Figura 4.2

El trabajo total que se realiza sobre el cuerpo es igual a la suma de los trabajos realizados por cada
una de las componentes de las fuerzas en la direccion del movimiento del cuerpo. Asi,
matematicamente este enunciado se puede representar por medio de la siguiente ecuacion:
3
WT= Wi=W1+W2+W3=F1dC0591 +F2dC0$92+F3dCOSH3 =
i=1
Wr=F, d cos0,+0 —F; dcob;=F, d cosf; —F; d cos O3

Wy = [F; cos8; —F; cos@s] d
Note que el segundo término de la ecuacién es igual a cero, ya que la fuerza es perpendicular al
desplazamiento del cuerpo. De igual forma, observe que el tercer término viene antecedido por un signo
menos, el cual nos indica que la fuerza es contraria a la direccion del desplazamiento del cuerpo. En
este caso el trabajo producido por esta fuerza es negativo. Asi, el trabajo total es igual a la suma de los
trabajos realizados por cada una de las fuerzas que actdan sobre el cuerpo. Para este ejemplo, hemos
considerado que las fuerzas que actuan sobre el cuerpo y el &ngulo que forman con la trayectoria de
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desplazamiento, son constantes. Generalmente esta situacion no se cumple, es decir, las magnitudes
y las direcciones de las fuerzas cambian con el tiempo. Esta situacion no se abordaré ya que no es el
propédsito de estos apuntes.
Por la segunda ley de Newton, vemos que la fuerza total con la que se mueve un objeto es igual a:
F=ma
En consecuencia, el trabajo realizado sobre un cuerpo es igual a:
v? —v?
Wr=Frd=mad=m [T]

2_ .2
Donde: a d = %

Entonces el trabajo realizado por la fuerza Fr es igual a:

v2-v§ [m v: m vg]
, 2 L2 2
Al término m % se le conoce como energia cinética. La energia cinética es la energia que tiene un

cuerpo debido a su movimiento. La energia cinética de un cuerpo depende directamente de su masa.
A mayor masa, mayor energia cinética. También la energia cinética de un cuerpo depende directamente
del cuadrado de su velocidad. Esto quiere decir que si un objeto aumenta al doble la velocidad con la
gue se mueve, entonces su energia cinética aumentara cuatro veces. Si aumenta tres veces la
velocidad, su energia cinética aumentara nueve veces. De esta forma:

4.2

WT:m

“El trabajo que se realice sobre un cuerpo es igual al cambio de su energia cinética”

Este resultado indica que cualquiera que sea la fuerza y la trayectoria seguida por el cuerpo, el valor
del trabajo efectuado por la fuerza es igual a la diferencia entre las magnitudes de la energia cinética
evaluadas al final y al comienzo del movimiento. En el caso del bloque del ejemplo anterior, al recorrer

2
la distancia d, la velocidad del cuerpo sera v y su energia cinética, m ”7 El cambio de energia cinética

depende del trabajo realizado. A mayor trabajo, mayor cambio de energia cinética. Es por ello que se
utiliza mayor trabajo para detener un camion que un auto si ambos llevan la misma velocidad y la masa
del auto es menor que la del camion. Es la clase de trabajo que se requiere para aumentar o disminuir
la velocidad de un cuerpo.

Las unidades del trabajo y, a su vez de la energia cinética, son consecuencia de la combinacion del
producto de las unidades de fuerza por las unidades de distancia. Para el sistema internacional es el
producto del Newton por metro, que da como consecuencia N m. A esta unidad se le conoce con el
nombre de Joule. Se hace un Joule de trabajo cuando se ejerce una fuerza de 1 N a lo largo de una
distancia de 1 m.

En resumen, el trabajo que se realiza sobre un cuerpo viene acompafiado de un cambio de energia.
Asi, al hablar de trabajo estamos hablando de energia. La energia es la capacidad que tiene un objeto
para realizar un trabajo. El trabajo es energia y la energia es trabajo. Ambos son equivalentes.
También se puede realizar trabajo en contra de otra fuerza. Cuando se levanta un objeto, se esta
realizando un trabajo en contra del peso del cuerpo. Cuando se comprime un resorte se esta realizando
un trabajo en contra de la fuerza que imprime el resorte. Cuando arrastramos un cuerpo sobre una
superficie con friccién, se esta realizando un trabajo en contra de la fuerza de friccibn. También se esta
realizando un trabajo sobre una liga al estirarla ya que la fuerza que se aplique va en contra de la fuerza
que imprima la liga. En todos estos casos la energia queda almacenada en el cuerpo en espera de ser
utilizada y no existe un cambio de energia cinética. El cambio de energia cinética va a aparecer cuando
sea liberada esa energia almacenada. La energia almacenada en espera de ser liberada se llama
energia potencial, porque en ese estado tiene el potencial para realizar un trabajo. Un resorte
comprimido o estirado tiene el potencial para hacer trabajo. La liga estirada tiene el potencial para
realizar un trabajo. Hay energia potencial en las baterias cargadas, en los alimentos, en la madera, etc.
La energia que tienen los cuerpos debido a que se encuentran por arriba de la superficie terrestre se
llama energia potencial gravitacional. La superficie de agua que se encuentra en una presa tiene
almacenada energia potencial gravitacional la cual puede ser liberada al caer. Esa energia sirve para
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mover las aspas del generador para producir electricidad. Al subir de un piso a otro dentro de un edificio,
estamos acumulando energia potencial gravitacional.
El peso que tiene un cuerpo es el producto de la masa por la aceleracion de la gravedad. Asi, el trabajo
gue se realiza para que un cuerpo lo elevemos desde una altura h, hasta una altura h, es igual a:
W=mgh—mghy=mg (h—hy) 4.3
Este trabajo es igual al peso que hay que vencer, multiplicado por la distancia que se tiene que elevar.
Se tiene que hacer la aclaracién de que esta fuerza que se necesita para elevar al cuerpo, es la fuerza
minima. La suma de las dos fuerzas, la del peso y la que se utiliza para levantarlo, es igual a cero. De
esta forma el cuerpo se moveréa con velocidad constante, por lo que la aceleracion del cuerpo seré igual
a cero. Sobre el cuerpo no se realiza trabajo alguno ya que la fuerza que utilizamos para elevarlo es la
misma que su peso. La que realiza trabajo es la fuerza que se utiliza para levantar al cuerpo. De igual
forma, el peso también realiza un trabajo pero negativo de tal forma que la suma de ambos trabajos es
igual a cero. Cuando dejemos libre al cuerpo, el cuerpo caera liberando la energia almacenada. Si
utilizaramos una fuerza mayor que el peso para elevarlo, observariamos que el cuerpo sufriria una
aceleracion ya que la fuerza total que influye sobre el cuerpo es diferente de cero. La fuerza total es
igual a la resta de la fuerza con la que sube menos la fuerza del peso. La siguiente figura muestra esta
situacion:
Este caso sucede en una maquina de Atwood. La tension en la cuerda que se ejerce en el cuerpo que
se mueve hacia arriba es mayor que el peso, provocando que el cuerpo suba con una aceleracion
diferente de cero. Entonces, el trabajo hecho por una fuerza ejercida sobre un cuerpo puede aumentar
su energia potencial o su energia cinética o ambas.

F,=F-P=ma

l P=mg

Figura 4.3
Es por esta razén que el cambio de la energia potencial de un cuerpo al levantarlo, es igual al trabajo
necesario para efectuar ese desplazamiento a velocidad constante. Si no es asi, el trabajo se repartira
entre aumentar la energia potencial y aumentar la energia cinética del cuerpo, como sucede con los
bloques de en una maquina de Atwood.
Si hacemos una grafica de la fuerza minima que se necesita para levantar un objeto y las alturas de las
cuales parte y llega, obtendriamos una grafica como la mostrada en la figura 4.4.

»

" Altura
h h

Figura 4.4
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Observe gue el trabajo que se realiza para subir un cuerpo de masa m desde una altura hy hasta una
altura h es igual al area bajo la curva que se muestra en la grafica. De esta forma, generalizando, se
puede afirmar que:

“El trabajo realizado por una fuerza es igual al area bajo la curva de la grafica de la fuerza en
funcion de la distancia en la que se aplica la fuerza”

Supongamos ahora que queremos levantar un objeto hasta una cierta altura. Suponga también que se
quiere levantar a través de una rampa. Para conocer el trabajo que se necesita para levantarlo,
debemos conocer la fuerza con la que vamos a mover el bloque a velocidad constante y la distancia
gue tiene que recorrer a través de la rampa. La figura 4.5 muestra esta situacion.

Segun la figura, el trabajo que realice la fuerza F para que el bloque se levante hasta una altura h
siguiendo la trayectoria de la rampa, es igual a la fuerza multiplicada por la distancia que tiene la rampa.
Como resultado del analisis que se hizo para conocer la fuerza con la que bajaria el bloque a través de
la rampa deslizandose libremente, se llega a que esa fuerza es igual a: F = m g sen 6. Esta fuerza es
la misma para poder mover el bloque hacia arriba siguiendo la trayectoria del plano con una velocidad

. . . . h
constante. La distancia que debe recorrer el blogue a través del plano es igual a d = pom 6, como se
muestra en la misma figura.

|

~
Figura 4.5

El producto de la fuerza por la distancia es igual al trabajo efectuado por la fuerza Fmultiplicada por la
distancia d, es decir:

h
m g sen sen O mg

Que es igual al trabajo que se realiza para levantar el bloque hasta una altura h utilizando una fuerza
necesaria para vencer el peso del cuerpo a velocidad constante verticalmente. Este resultado no
depende de la inclinacién que tenga el plano, ya que algebraicamente se elimina el angulo en la
ecuacion que calcula el trabajo que se hace para subir al bloque a través de la rampa o el plano.
Cualquiera que sea la inclinacién que tenga el plano, el trabajo que se requiera para subir al bloque
hasta una altura h es el mismo. De todo esto podemos concluir:

“El trabajo que se realiza para subir un cuerpo hasta una altura determinada y a velocidad
constante, no depende de la trayectoria que siga el bloque,
so6lo depende de la altura a la que llegue”
De esta forma, si subiésemos al bloque a través de una trayectoria como la mostrada en la figura 4.6 y

hasta la misma altura h, entonces, segun este resultado, el trabajo que se efectlia para subirlo es el
mismo que el trabajo se hubiese hecho a través del plano o verticalmente. Analicemos esta situacion.

A hel
h §
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Figura 4.6
Por la ecuacién 4.1, que es la que calcula el trabajo, podemos concluir que en las trayectorias por las
gue el blogque se mueve horizontalmente, el trabajo que se efectlia en esa direccién es igual a cero ya
que la fuerza que se utilice para moverlo es perpendicular a la trayectoria seguida por el bloque. Sélo
se hace trabajo cuando el cuerpo es subido para pasar de un escaldn a otro. El trabajo que se realice
para subir el bloque es igual a la suma de los trabajos que se realizan para subir cada escalén, es decir:
W=W,+W, + W+ W, + W+ W,

W=mgh +mgh,+mghs+mgh,+mghs+mg hg
W:mg(h1+h2+h3+ h4+h5+h6):mgh

Este trabajo es igual al trabajo que se realiza para elevar o levantar el bloque hasta una altura h. Por
consiguiente, no importa la trayectoria que se siga para subir un cuerpo hasta una altura determinada;
el trabajo es el mismo. De todo esto reiteramos que no importa el camino por el que se desplace un
cuerpo de un punto a otro, s6lo depende de la altura a la que llegue el cuerpo con respecto a un nivel
determinado, por ejemplo el piso.

También podemos afirmar que no importa cudl sea la fuerza que se utilice para mover al bloque
horizontalmente. Esta fuerza, al menaos, no aumenta la energia potencial del bloque, por eso no realiza
un trabajo verticalmente. Podra realizar un trabajo horizontalmente pero no hace que aumente su
energia potencial. Eso es un caso diferente.

También debemos aclarar que, por convencion, la energia potencial que tiene un cuerpo a nivel del
suelo es igual a cero. Sin embargo esto no es necesariamente cierto, le podemos asignar un
determinado valor. Lo que importa es la diferencia de alturas a la que se encuentre el cuerpo ya que
solo depende del punto inicial y final en el que se encuentre. Por simplicidad se ha asignado cero a la
energia potencial que tenga un cuerpo a nivel del suelo.

Supongamos que ahora el bloque lo queremos elevar a la misma altura pero siguiendo una trayectoria
circular como la que se muestra en la figura 4.7.

W,=mgh,

W, =mg hy h




Figura 4.7
Si seguimos la trayectoria que sigue el cuerpo en escalones como se muestra en la figura, el trabajo
total que realiza la fuerza para llevar al cuerpo a una altura h, es igual a:

W:W1+W2+W3+W4+W5+W6
W=mgh +mgh,+mghys+mgh,+mghs+mg hg

W=mg(hy+hy,+hs3+ hy+hs+hg)=mgh
En este caso las alturas en cada escalén son diferentes, pero la suma de ellas es igual a h. Si
hiciéramos los escalones un poco mas pequefos, la trayectoria seguida por el bloque seria muy
parecida a la trayectoria circular. En consecuencia, se realiza el mismo trabajo para elevar el cuerpo
hasta una altura h independientemente de la trayectoria que siga. Incluso si el cuerpo pasa por una
altura mayor pero su punto final es la altura h, el trabajo realizado sigue siendo el mismo. La figura 4.8
muestra esta situacion.

Figura 4.8

El trabajo hecho sobre el bloque sigue siendo W = m g h aunque antes de llegar a esa altura llegase
a una altura mayor. Finalmente, el trabajo que se realiza sobre un cuerpo para elevarlo a una cierta
altura, sélo depende del punto del que parte y al que llega.

Cuando el trabajo que se realiza sobre un cuerpo s6lo depende del punto donde parte y del punto a
donde llega, se le llama fuerzas conservativas. Por consecuencia, el trabajo efectuado por las fuerzas
conservativas es independiente de la trayectoria seguida por el cuerpo. En particular, si la trayectoria
es cerrada, de modo que el punto final coincide con el inicial, entonces el trabajo realizado en esa
trayectoria cerrada es cero. Lo que significa que en parte de la trayectoria el trabajo es positivo y en
otra, negativo pero de igual en magnitud, dando un resultado neto nulo. La siguiente figura muestra que
el trabajo realizado por la fuerza para que el bloque pase por los diferentes puntos de la trayectoria
(ABCDEA), es igual a cero.
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Figura 4.9
Como hemos dicho, cuando subimos un cuerpo de una altura h, a una altura h por medio de una fuerza
F constante vertical, el trabajo que se realiza es igual a:

W=mg (h—hg)

De esta forma, el cuerpo ha almacenado energia potencial. Si se dejara soltar, el cuerpo caeria
liberando esa energia. Esa energia se ira convirtiendo en energia cinética ya que conforme vaya
cayendo su velocidad aumentaria. De esta forma, el cuerpo experimentaria un cambio de energia
potencial en energia cinética. Asi, la energia no se crea ni se destruye, sélo se transforma. Utilizando
este principio podemos afirmar que conforme una energia disminuye la otra aumenta. Suponiendo esto
y ademas suponiendo que el trabajo que se realiza sobre un cuerpo es igual al cambio en la energia
cinética, podemos afirmar que:

W=mg(h—h0)=—(%mv2—%m vg) 4.4
El signo negativo nos indica que cuando una cantidad disminuye, la otra aumenta. Reordenando

términos, se tiene:
mgh+%mv2=mgh0+%mv§ 45
Alacantidad m g h + %m v20 mg hy+ %m v3 se le conoce como energia total del cuerpo. Esto es,

la energia total de una particula en caida libre, es igual a la suma de la energia cinética mas la potencial.
En consecuencia:

“Cuando las fuerzas son conservativas, la energia total de un cuerpo permanece constante”

En otras palabras, la energia total de un cuerpo en caida libre, se conserva. Debemos hacer notar que
esta ecuacion no esta restringida al movimiento vertical; es valida para el movimiento de un proyectil
sin que sea afectado por la friccion con el aire u otros factores que influyan en su movimiento. Debe
notarse que, para una energia total dada, la magnitud de la velocidad en un punto dado esta
determinada por la ecuacion 4.5.
Ejemplo 4.1
Consideremos un cuerpo que se encuentra a h, = 10 m de altura sobre el piso y que se deja soltar.
Calculemos la velocidad con la que se movera al encontrarse a h = 5 m sobre el piso y justo antes de
llegar a él.
Solucion:
Utilizando la ecuacion 4.5 nos encontramos que: hy = 10 m, v, = 0y h = 5 m. No es necesario conocer
la masa del cuerpo ya que no se utiliza porque no estamos calculando su energia. De igual forma, la
velocidad inicial del cuerpo es igual a cero porque se deja caer. En consecuencia:
By + = 2 = (981 E) 10 m) +=(0 = (981 E) 5 m) + = 2

g hot+5mvg = (981 5)(10m)+5(0) = (981 ) Gm)+5 v

Despejando v, se tiene:

v—\[Z (981 5) Gm)=99 =
T s? s
Para cuando llegue al suelo, su velocidad seria de:

ho 42 2 = (981 E)(10 )+1(0)—(981 ﬁ) ©0) 4+ v?
g No Zm Vg = . =) m 2 = . 52 2 1%
Despejando v, se tiene:

m m
v = \[2 (981 ) (10 m) =140 —
52 s

107



Consideremos ahora que el cuerpo, que se encuentra a h, = 10 m de altura sobre el piso, se lanza
hacia arriba con una velocidad de 5 ? Calculemos de nuevo la velocidad con la que se movera al
encontrarse a h = 5 msobre el piso y justo antes de llegar a él.

Utilizando la ecuacion 4.5 nos encontramos que: hy = 10 m, vy = 5 ?y h =5 m. Como anteriormente

se dijo, no es necesario conocer la masa del cuerpo ya que no se utiliza porque no estamos calculando
su energia. En consecuencia:

g ho tom v§ = (9.81 m/s*)(10 m) +5(5 m/s)? = (9.81 m/s?) (5 m) +5 2

Como el cuerpo es lanzado para arriba, la velocidad inicial es igual a vy, =5 ? Esta velocidad es

positiva por lanzarse hacia arriba.
Despejando v, se tiene:

v =12 (981 m/s?) (5 m) + (5 m/s)? = 11.09 ?

gue es la velocidad que lleva el cuerpo a la altura de 5 metros.
De igual forma, la velocidad que lleva el cuerpo al llegar al piso es de:

v =4/2 (9.81 m/s2) (10 m) + (5 m/s)? = 14.87 ?

Si en vez de lanzar el cuerpo hacia arriba, se lanzara hacia abajo, ¢,con qué velocidad llegaria al suelo
0 a la altura de 5 metros?
Ejemplo 4.2

Supongamos que 10 kg de masa es soltada desde un avién que vuela horizontalmente a 7577” Si el

avion esta a 100 m de altura, calcular a).- la energia cinética inicial de la bomba, b).- su energia
potencial inicial, c).- su energia total, d).- su velocidad al llegar al suelo y e).- su energia potencial y
cinética después de 2 segundos de haber sido soltada.

Solucion:

La energia cinética inicial de la bomba es igual a:

1 1
E.= Emvg = 5(10 kg)(75 m/s)? =28 125 ]

La energia potencial de la bomba en el momento de ser soltada es igual a:
m
E,=m g hy = (10 kg) (9.8 5_2) (100 m) = 9 800 |
En consecuencia, la energia total de la bomba es igual a:
Er =E.+E,=28125]+9800/=37925]
La velocidad de la bomba al momento de llegar al suelo, se calcula suponiendo que la energia potencial

del proyectil en ese punto es igual a cero y que la energia total se conserva, es decir:

En consecuencia, se tiene:
_[2(37925))
B 10 kg

La velocidad del cuerpo a los dos segundos de iniciado el movimiento, se calcula utilizando la
ecuacion de caida libre.

m
v =87.09 —
s

m m
vy =vo, +g t=(9.8 S—Z)(z $)=19.6 —
En consecuencia, la rapidez que lleva la bomba a los dos segundos es igual a:
v = /(75 m/s)2 + (19.6 m/s)? = 77.51 —
De esta forma, la energia cinética que lleva el cuerpo a los dos segundfns es:

1 1
E.= Emv2 = 5(10 kg)(77.51 m/s)? = 30 039.00 J

En consecuencia, La energia potencial del proyectil es igual a la resta de la energia total menos la
energia cinética, es decir:
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E,=Epr —E.=37925]-30030]=788599]
Por lo tanto, la altura a la que se encuentra el proyectil después de dos segundos de iniciado el

movimiento, es igual a:

7 885.99 ]
h= = 80.46 m

(9.8 Sﬂz) (10 kg)

Ejemplo 4.3
Supongamos que se lanza un proyectil con una rapidez inicial de vy = 100 % formando un angulo de
8, = 30°. Calcule la rapidez del proyectil a una altura de 20 metros.
Solucion:
Utilizando la ecuacién 4.5 correspondiente a la conservacion de la energia, encontramos que:
1 1
(9.8 m/s?)(20 m) +3 v? = (9.8 m/s?)(0) + > (100 m/s)?
Despejando v, obtenemos:
m
v = /(100 m/s)2 — 2(9.8 m/s2)(20 m) = 98.02 <
Es conveniente comentar que este resultado no nos indica la direccién en la que se mueve el proyectil.

Sdélo nos indica la rapidez, es decir, la magnitud de la velocidad del proyectil. Para conocer la direccion
con la que se mueve el proyectil a la altura de 20 metros, utilicemos la ecuacion 4.5.

1 1
mgh+§mv2=mg h0+§mv§
Como v2 = vé(cos? 6, + sen?6,) y v? = v2(cos? 6 + sen?0), sustituimos en la ecuacion 4.5.
1 1
mgh+ Sm v2(cos? 0 + sen?0) =m g hy +om v (cos? 0, + sen?6,)

Como v?cos?6 =v3cos?h, ya que en la direccion horizontal la velocidad es la misma
independientemente de su posicién, concluimos que:

1
gh +§vzsen29 = g hy +5 vé sen?6,

Despejando 6, tenemos:

2 2 -
0 = sen—1 <\/v0 sen?6y,+2 g (hg h)) 46

2

Sustituyendo los valores para este problema, tenemos:

o — _1[ [(100 m/s)? sen?(30°) — 2 (9.8 m/s?) (20 m)
- sen (98.02 m/s)?

6 =27.93°

Es importante comentar que para cada direccion inicial, se tiene diferente direccién final.
Supongamos que se lanza un proyectil con una rapidez inicial de vy = 100 % formando un angulo de
6, = 50°. Calculemos la rapidez del proyectil a una altura de 20 metros.
Utilizando la ecuacion 4.5, obtenemos la rapidez del cuerpo para esta altura:

v = /(100 m/3)2 — 2(9.8 m/s%)(20 m) = 98.02 ?

Vemos que la rapidez que lleva el proyectil es siempre la misma, ya que se encuentra a una altura de
20 metros y es lanzado con la misma rapidez inicial, independientemente del angulo con el cual se
lance.

Para conocer el angulo con el cual pasa a la altura de 20 metros, utilizamos la ecuacién 4.6.

= 49.02°

o - _1[ [(100 m/s)? sen?(50°) — 2 (9.8 m/s?) (20 m)
- sen (98.02 m/s)?
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Como se puede ver, la direcciéon con la que pasa el proyectil a la altura de 20 metros es diferente
cuando es lanzado con una direccion de 50° a cuando es lanzado con una direccién de 30°.

Ejemplo 4.4

Determinar la altura minima desde la cual una bola debiera empezar a caer de manera que pueda
completar el movimiento circular mostrado en la figura 4.10BCN. Suponer que el blogue resbala sin
rodar y sin ninguna friccion. También calcule las energias potencial, cinética y total de la bola en los
puntos A, By C.

[ | A
C
h, R
B
A 4 A
Figura 4.10
Solucion:
Si la bola es soltada desde una altura h, su energia potencial es igual a:
Ep, =m g hy

Y su energia cinética es igual a cero, por lo que la energia total del bloque es igual a su energia
potencial.
La energia cinética del bloque en el punto A es igual a la energia total de la bola ya que su energia
potencial en ese punto es cero, es decir:
ECAzzmvszpozmgho

Por lo tanto, la velocidad del bloque en el punto A es igual a:

vy =429 hy
En el punto B la energia potencial del bloque es igual a:
E,, =mgR
Por lo que su energia cinética en el punto B es igual a la resta de la energia total menos la energia
potencial.

Ec, =Er—E,;,=mghy—mgR

En el punto C, la energia potencial del blogue es igual a:

Ep,=2mgR
En consecuencia, la energia cinética del bloque es igual a la resta de la energia total menos la energia
potencial en ese punto.

Ec., =Er—Ep,=mghy—2mgR
Por lo tanto, la velocidad del bloque es igual a:
ve=+29hy—49gR

Para que el bloque alcance el punto C, es necesario que la fuerza centripeta sea igual al peso de la
bola. Es decir:

m vZ
mg=—p

Ve =49 R
Igualando ambas velocidades se tiene:

\/Zgh0—4gR=\/gR
De aqui concluimos que h, es igual a:

Despejando v tenemos:
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Que es la altura minima a la que se debe soltar el bloque para que alcance el punto C.

Ejemplo 4.5
Demuestre que para que el cuerpo de masa __ amarrado a una cuerda, como el mostrado en la figura,
gire en un circulo vertical de radio p, es necesario que la tension en la cuerda en el punto , Sea

g y que la velocidad en ese punto sea donde esla gravedad de la tierra. Ty =

oluddion: v =V5 g R 9
La tensién en la cuerda en el punto B es iguaf’a la suf‘%a de la fuerza centripeta més el peso del cuerpo,

es decir:

Para que la bola pase por el punto A es nea‘gsar% gue Ia}g&e2 rza centripeta sea igual al peso de la bola,
es decir:

mg _ "2

A R

—

mg b

Figura 4.11

Por consecuencia, la velocidad de la bola en el punto A es igual a:

Por lo que la energia total de la bola en este pyinto e%igeual a
a

1
Que es igual a la energia total de la bolagen-ef Buftd'R; %@degir:

v:=

v, =459 R
Por lo que la tension en la cuerda en el punto B es igual a:

m v}
Tb=mg+T=mg+5mg=6mg

2ng+}m

2ZmgR +tmgR _ +m ,
2 + -

E; = 2 2 vy

Despejando vy, se tiene:

Que es resultado que se queria demostrar. Este valor es seis veces mas grande que el peso del cuerpo.

Ejemplo 4.6
Se dispara hacia arriba un bloque de 0.5 kg sobre un plano inclinado con una rapidez inicial de 2 ?
como se muestra en la figura 4.11. ¢ Qué tan arriba llegara el blogue sobre el plano inclinado?

Vo=2m/s

N\



Figura 4.12
Solucion:
La aceleracion que experimenta el bloque hacia abajo a lo largo del plano es igual a:

Por lo que la distancia que recorrera el bloque a_|lg laegofdel plano es igual a:

d _ 32 —2 _ 0 7 m Q%lz 041 m
La altura a la que llega el bquue sk @alcula ;(or 8ed|o)cteéeln gu)ente expresion:
Que es similar a lanzar el objétouérﬁéﬁlrﬂem‘é‘bbmﬁ&%ﬁmdad) iARdalrde
v_2m
Ejemplo 4.7 s
Una Maquina de Atwood como la mostrada en la figura, tiene masas de y . Siel
sistema inicialmente esta en reposo, ¢ cual es la rapidez de las masas deﬁgug§degqu§nsze=harkmovido
?
h_15m
m, [
A Lol
A !
h=15m i
B v ! | I:I
Figura 4.13
Solucion:
La energia potencial del bloque de masa es y la energia potencial del bloque de

masa es cero, al igual que sus energiag,gjnétigas. [Emyés}hue se desplazaron una distancia , el
bquuem tiene una energia potencial igual a cero ye el blogue de masa  tiene una energia poterhmal

igual a m . La energia cinética de los bloques en el punto BY%S igual a:
1 _ g h
E =m; y
P . . .
Por consetyacion de la energia seyene:qge,;ll v:2 E = :mz 2
C Cc
mq mz

1 1
Por lo que la velocidad de los blmqygs}blesmég (éleiqgmsfezﬁaﬂ ,ge&plazzado una distancia h es igual a:

i om
2(my—my) gh _ 2(5kg—3kg)(9.8 S_z)(1-5m)_271m
my +m, B (5 kg +3 kg) ST s

v =
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Ejemplo 4.8
Calcule el trabajo realizado por una bomba que eleva 600 litros de gasolina dentro de un tanque que

se encuentra a 20 metros por encima de la bomba. La densidad de la gasolina es de 820 %.
Solucion:
La masa de la gasolina es igual a su volumen multiplicado por su densidad, es decir:
k k
m=pV= (820 —93) (600 1) = (820 —‘Z) (0.6 m3) = 492 kg
m m

En consecuencia, el trabajo realizado por la bomba para elevar 600 litros de gasolina hasta una altura
de 20 metros, es igual a:

W = (492 kg) (9.8 Sﬂz) (20 m) = 96 432 |

Ejemplo 4.9
Un sistema como el mostrado en la figura, tiene masas de y . Si el sistema
inicialmente esta en reposo, ¢cual es la rapidez de las masa%llde:sﬁdég dengug 8ekgan movido

? h_
$6lumion: B

La energia total del sistema antes de que caiga el bloque de masa es igual a:

, ... . . m
La energia cinética del sistema antes de;gue gaiga g! bjoguegdé masa’  es Cero ya que se encuentran
en reposo los bloques. R

m;
m =5kg I—'L
A !
m, =3kg
A
P,=m,g
hO
h=15m
A 4 i__1: A 4
Figura 4.14
La energia total del sistema justo antes de que llegue el blogue de masa al piso, es igual a:
m;
] L Jr . : 1( )
Igualando ambas eEgrglmlygdagpejfmqodé velonigad, senieflen, + e em Y
- m z 1 2
2mygh |2Gkg) (98 37) 15m) oy ™
V= m;+m, (5 kg+3 kg) T Ut s
Esta es la velocidad de los bloques justo antes de que el bloque de masa llegue al suelo.
Ejemplo 4.10
Un cuerpo de de masa se mueve hacia arriba en un plano incIinanzde con respecto a la
horizontal. Sobfekgl cuerpo actGan las siguientes fuerzas: una fuerza horizontal d’%o , una

80 N

F =8N

/_ F,=100N \
\
b

Cd

6=2" iy

\P:mnge

P=mg




Figura 4.15
fuerza paralela al plano de y una fuerza constante de en contra del movimiento. Observe
la figura 4.15. El bloque se ft@8ldda a lo largo del plano.1@dlular el trabajo total efectuado por el
sistema de fuerzas sobre al cuerpo, 28irsomo el trabajo de cada fuerza.
Solucion:
El trabajo que realizan las fuerzas para subir el cuerpo es igual al producto de las componentes de las
fuerzas en la direccién del plano, multiplicadas por la distancia que recorra el bloque.

Wy = ZF dcos?t
= (g0 M Q0 m) €05 290 4 (190 N)(ZO ) Cos o

150355 %2 000/ 26814] 200] 303536
La energia cinética deWtToque es |guaTaI trabajo total desarrollado sobre el blogue. En consecuencia,
su velocidad al momento de recorrer los 20 metros a lo largo del plano es igual a:

v _ /ZC )_3895m
' s

Como el trabajo es positivo, porque las fuerza‘é Gﬁe suben son mayores que las fuerzas que bajan, el
blogue subird a través del plano. La energia potencial que adquiere el bloque es igual a:

En consecuenE’;a:léneﬂeif’gian[‘oga égﬁcﬁeﬁpﬁ d@s)p(ms de rgmﬁ(zwgszazﬁ?léf}g() del plano, es

igual a la suma del trabajo hecho sobre el cuerpo mas la gnergla potencial, es decir:

Si en ese momento dejaran de abctuaradk%@élt’zas RiéSabtihn sbBABE Bloque, ¢ Qué distancia recorrera
el bloque a través del plano ante$ de que se detenga” ¢ Cudl es su’energia potencial y total a la altura
maxima? ¢, Con qué velocidad llegara al suelo?

La velocidad inicial del bloque en el momento de que se dejan de ejercer las fuerzas es igual a

y la aceleracién a la que esta sujeta es v _
3895 m

s .
La distancia que recorrera eflo§uefinfes ({e que aa B, es.iguent 4™
= & i -,

d 8 955 22646 m

La posicién final del bloque sobre eI2p47ano es % Ia? letanua que recorrid originalmente mas la
distancia que recorrié después de que se dejara eﬁf r las fuerzas sobre él.

La altura a la que se encontrara elablgdtﬂaren_l_e%?é_ﬁ@rm 93246.46 m

En consecuencia, la energiahpotential del Hlogue a Ja)alfiemalyexinte @8 igual a:

Como la energia cinétic ei:b%m%g m(esxgb(mm @s)c%d;z&aamb& r?og%rﬁ?h{]a subiendo, es igual a la
energia total. Esa energia total es igual a la energia,que tendria el bloque en el momento de llegar al

suelo. Asi, la velocidad con la que llegaria al suelo §er|a igual:
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v _ 4064 m

S
Ejemplo 4.11 4 kg
Calcule el trabajo que se necesita realizar para levantar hasta una altura un bloque de de
masa por medio de un sistema de poleas como el mostrado en la figura. h 100 kg
Solucion:
El trabajo que se realizaria para levantar el bloque hasta una altura sin poleas es igual a:

h

Utilizando el sistema de poleas, vemos que ldfuerza gihe se necesita para levantar el bloque es igual
a:

F_my

Ya que el peso esta divido entre dos cuerdas. 2

2h

—»
V|

v_

Figura 4.16
Para conocer el trabajo que se requiere para levantarlo hasta una altura , es necesario multiplicarlo
por la distancia en la que se aplica la fuerza. Esa distancia es igual al doble de la distancia a la que se
eleva el bloque. Asi, el trabajo que realiza la fuerza es igual a:
F

Que es igual al trabajo que se reali% paliadeievaréel(nldaw 7§fn9e{1sistema de poleas. En este caso la
fuerza que se aplica por medio del sistema de po%eas es igual a la mitad del peso del bloque, pero esa
fuerza se tiene que aplicar a una mayor distancia.

Ejemplo 4.12
¢, Cual serd la distancia en la que tiene que aplicarse la fuerza para levantar un bloque hasta una altura

a través del sistema de poleas mostrado en la figura 4.177?
Bolucion:
En la figura se muestran cuatro poleas, una fija y tres méviles. Dos de las poleas mdviles estan sujetas
por una cuerda en la cual uno de sus extremos se encuentra fijo a la superficie horizontal y el otro
extremo pasa por otra polea moévil. Uno de los extremos de la cuerda de la tercera polea mévil esté fijo
a la superficie horizontal y el otro extremo pasa por la polea fija. La cuerda en la primera polea mévil
divide el peso del bloque en dos.
La tensién en el extremo de la primera polea es dividida por las dos cuerdas de la segunda polea maévil.
Finalmente, la cuerda que pasa por la tercera polea divide la tension de la cuerda que pasa por la
segunda polea. En consecuencia, se tiene que:

T3 +T; =2T; = mg
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T2+T2 =2T2 =T3
T1+T1 =2T1 =T2
Por lo que:

Figura 4.17

Al igual que en el problema anterior, la distancia que se mueve cada una de las poleas es la mitad de
la que se mueve la anterior. Asi, la distancia en la que se aplica la fuerza es ocho veces mayor que
la distancia que recorre el bloque. Por lo tanto, el trabajo que realiza la fuefza , esigual a:

F

Que es similar a que si se hubiese %b:ldgé{ Blogue ﬁam& ana aﬂtlffra aplicando una fuerza igual a su
peso. Las poleas sirven para aminorar la fuerza que se debe aplibar para levantar un objeto. Sin
embargo, la distancia en que se aplica la fuerza es mas grande, de tal manera que el trabajo que se
hace sobre el objeto sea siempre el mismo. Con estas herramientas es posible levantar objetos muy
pesados.

Ejemplo 4.13

Calcule el trabajo que debe realizar el bloque de masa  para que eleve hasta una altura  al bloque
de masa .

Solucién: ™ ha

Para que ambos bloques se equilibren, es necesario que la presiéon que se ejerza en ambas superficies
donde se encuentran colocados los bloques deba ser la misma. La presion que se ejerce en ambas
superficies es igual al peso de los bloques, dividida entre su respectiva superficie. Matematicamente se
tiene:

=)

v
h, R=mg
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Figura 4.18

Por lo que el peso del bloque de masa 7 éeEe&eFiQu&F b
Ay Ay A,
mg=m g
2
Para que se desplace el bloque de masa m, una distancia h, es necesario que el bloque de masa m,
se desplace una distancia h,. Para conocer la relacién entre ambas distancias debemos observar que
el volumen que se desplaza el liquido es el mismo para ambos lados del recipiente. De esta forma:

Ay hy =4; hy
Despejando 4,, obtenemos:
4,="24
1 h1 2

Sustituyendo en la ecuacion para my, se tiene:
Al hZ
m =—m =—m
19 4, 2 9 hy 2 9
Para elevar el bloque de masa m, hasta una altura h,, el trabajo que tiene que realizar el bloque de

masa m,, es igual a:
ha
mlg:h_ my g hy =my g hy
1
Se multiplica por h; ya que es la distancia que tiene que recorrer el bloque de masa m,, la cual es la

gue hace elevar al bloque de masa m,. Se requiere menos fuerza pero se necesita recorrer mayor
distancia. Se esta cambiando fuerza por distancia.

Se debe aclarar que m; g es el peso que debe tener el bloque de masa m; para que pueda subir el
bloque de masa m, con una velocidad constante.

También observe que el trabajo que se requiere para elevar al bloque de masa m, por medio de este
instrumento, es igual al trabajo que se necesitaria para subirlo directamente.

Estos ejemplos que hemos presentado, representan una situacion ideal ya que no se ha tomado en
cuenta la friccibn o alguna otra fuerza que pueda detener el movimiento a pesar de que se esté
realizando un trabajo sobre un objeto. Cuando aparezca una fuerza que detenga al movimiento de un
cuerpo, la energia total debe disminuir. La resta de la energia total final menos la energia total inicial
debe ser igual al negativo del producto de la fuerza que se utiliza para frenar al objeto, multiplicada por
la distancia en la que actla esa fuerza. Matematicamente, esta afirmacion la podemos expresar de la

siguiente manera:

1 2 1 2
Emv —Emv0+mgh—mgh0=—Fd
El producto de la fuerza que frena al movimiento, por la distancia en la que se aplica esta fuerza, debe

ser negativo ya que se disminuye la energia total del cuerpo. Para ver como se utiliza esta ecuacion,
veamos algunos ejemplos:
Ejemplo 4.14

Se lanza hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado con una rapidez inicial de 200 % como se

muestra en la figura 4.19. Calcule la altura a la que llegara el bloque, si el coeficiente de friccién entre
el bloque y el plano es de 0.15.
Solucion:
La energia potencial del bloque es cero ya que se encuentra en el piso. De igual forma, la energia
cinética del bloque en el punto mas alto es igual a cero ya que no sigue moviéndose. En consecuencia,
la diferencia de energias es igual a:
—umgCos(@)h —pumgh

Sen (0) " Tan (0)

A

1
—Emv§+mgh=—Fd=—umgCos(@)d=
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Figura 4.19
Despejando h, tenemos:

2 2
b= m v _ vh
Sustituyendo:
2 m/s)?
h = ( /5) =0.1544 m

2 (98 Sﬂz) [1 +(0.15) 7— (250)]

Por lo tanto, la distancia recorrida por el bloque sobre el plano es:
d= h _ 0.1544 — 0.3653
~ Sen () Sen (25°) m
Debemos mencionar que para obtener el resultado no fue necesario conocer la masa del bloque, por
lo que no depende de su masa.
Ejemplo 4.15
Un bloque resbala sobre un plano inclinado de 30°, como se muestra en la figura 4.20. Cuando la

rapidez del bloque es de 12 % comienza a frenar hasta detenerse. ¢ Cual es el valor de la fuerza de
fricciébn que debe aplicarse si el bloque se va a detener cuando haya recorrido 100 m?

Solucion:

Supongamos que el bloque se detiene justo cuando llega al piso, por lo que su energia potencial seria
igual a cero. De igual manera su energia cinética seria igual a cero porque se detiene el blogue. La

energia potencial del bloque cuando lleve una velocidad de 12 % es igual a m g h. Aplicando la
ecuacion 4.3, se tiene:

1 2 1 2 1 2
-mv +mgh—§mv0—mghoz——mvo—mgh(,:—Fd

2 2
1 2 1 2
Emvo+mgh0=zmv0+mgd56n(9)=Fd
Despejando F, se tiene:
2
v
g —-+m g d Sen (6) (1200 kg)(12 m/s)?/2 + (1 200 kg)(9.8 m/s?)(100 m)(Sen (30°))
B d B 100 m
(1 200 kg)(12 m/s)?/2 + (1 200 kg)(9.8 m/s?)(100 m)(Sen (30))
F= =6744 N
100 m
Vo =12m/s
5
d =100 m
h
v=0 118
\‘\ ,—\—‘ 6=30°
v~ A 4




Figura 4.20
Ejemplo 4.16
Un bloque de 1 kg resbala con una velocidad de 15 ?sobre un plano horizontal, como se muestra en

la figura 4.21. Si después de moverse 2 m el blogue se detiene, calcule la fuerza de fricciébn promedio
gue se necesitd para detener al bloque.

v, =15m/s v=0

A
A 4

d=2m

Figura 4.21
Solucion:
El cambio de energia cinética es igual a menos el trabajo realizado por la fuerza de friccién promedio
multiplicada por la distancia en que actua la fuerza, es decir:

1 1
Zm Uz—zm Ug =-Fd
Por lo tanto:
2_ p2) (1 kg)((15 2= (0
pom o v) (A kgASm/9)” =) _.ooc
2.d 2 (2 m)
Ejemplo 4.17

Un automovil que viaja a 30 ? choca contra un monticulo de arena hasta detenerse. Si la distancia que

recorrio el automovil es de 5 m hasta detenerse, ¢ cudl es la fuerza promedio que se utilizé para que se
detuviera el automovil si su masa es de 1 200 kg?

Solucion:

El cambio de energia cinética es igual a menos el trabajo realizado por la fuerza de friccibn promedio
multiplicada por la distancia en que actla la fuerza, es decir:

1 1
>m vz—zm vi=-Fd
Por lo tanto:
2 — v? 1200 kg)((30 e
p_m@— v ( DGO M/ =) _ o
2d 2 (5m)
Ejemplo 4.18

Un objeto atado a un hilo se deja soltar desde el punto A mostrado en la figura 4.22. Cuando el objeto
llega al punto B, el hilo choca contra un obstaculo obligando a que el objeto describa una circunferencia
menor. Calcule la velocidad del objeto en los puntos B y C.

h [
|-
>

he =R/2




Figura 4.22
Solucion:
La energia total del objeto en el punto A es igual a la suma de la energia cinética mas la energia
potencial, es decir:

1
ET=§mvj+mghA=mghA=ng

La energia cinética en el punto A es cero ya que el objeto se deja caer.
Como la energia se conserva, debe ser igual a la energia que tiene el objeto en el punto B. Al igualar
ambas energias, tenemos:

1 2 1 2
ng=§mvB+mghB=§mvB

La energia potencial del objeto en B es cero, por lo que despejando la velocidad se encuentra que:
Up :1/2 g R
Como la energia se conserva, debe ser igual a la energia que tiene el objeto en el punto C. Al igualar

ambas energias, tenemos:
mgR

2

1 2 1 2
ng=§mvC+mghC=§mvC+

Despejando la velocidad del cuerpo en el punto C, tenemos:

Ve =49 R

Estos resultados no dependen de la masa del cuerpo.

Ejemplo 4.19

Una caja de 20 kg es subida por una rampa de 10 m de longitud que forma un angulo de 8 = 20° con

la horizontal. Observe la figura 4.23. Si una fuerza paralela al plano de 200 N es aplicada a la caja y el

coeficiente de friccion es igual a 0.3, hallar la fuerza total que se aplica a la caja, y la energia potencial

y cinética de la caja al inicio y al final del movimiento.

Solucion:

Las fuerzas que actlian sobre la caja en la direccién al plano son: la componente del peso, la friccion y

la fuerza que hace mover a la caja. En consecuencia, la fuerza total que actta sobre la caja es:
Fr=F—f,—mgSen8=1000 N—um g Cos 8 —m g Sen 6

Es decir:
m m
Fp=F—f —mg Sen 6 =200 N — (0.3)(20 kg) (9.8 5_2) Cos 20° — (20 kg) (9.8 s_z) Sen 20°
Fp=7771N

\ P=mgCosé

\
Y

P=mgSen@

Figura 4.23
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El trabajo realizado por esta fuerza es igual a:
Wy =Fp d=(77.71 N)(10 m) = 777.1 ]
La energia potencial de la caja al final del movimiento es igual a:

Ep=mgh=mgdSen8=(20 kg) (9.8 Sﬁz) (10 m)( Sen 20°) = 670.35 J

La energia cinética de la caja al final del movimiento es igual a la resta del trabajo realizado por la

fuerza total menos la energia potencial de la caja, es decir:

1
Sm v2 =Wy — E, = 777.1 ] — 670.35 | = 106.74 ]

Por lo que la velocidad de la caja es igual a:

2x106.74 | 3.27 m

V=T 20k T s
En todos los ejemplos que hemos visto, hemos supuesto que la fuerza que actlia sobre un cuerpo, es
constante. Mientras que existen muchos casos como estos, hay numerosos casos en que la fuerza esta
lejos de ser constante. Uno de estos casos son los resortes. Para cada deformacién del resorte se le
aplica diferente fuerza. Este comportamiento esta reflejado por la Ley de Hooke, que se establece
matematicamente de la siguiente forma:

F=—-kx

Donde: F es la fuerza que se le aplica al resorte, x es la deformacion del resorte y k es la constante del
resorte. La fuerza depende de la deformacion del resorte; a mayor deformacién, mayor fuerza. También
observe que la fuerza que se le aplica al resorte es negativa porque va en contra del movimiento.
Si hacemos una gréfica de la fuerza aplicada al resorte y la deformacién que experimenta, obtendremos
la grafica mostrada en la figura 4.24.
El trabajo efectuado por la fuerza aplicada al resorte es igual al area bajo la gréfica. Si en este caso se
tiene que la base del rectangulo es x y su altura es F, entonces el area del rectangulo formado por
estos lados es igual a A = k x2. Pero debido a que soélo se requiere el area del triangulo inferior de la
gréfica, entonces el trabajo realizado por la fuerza que se actta sobre el resorte es igual a:

W = 1k2
_zx

De esta forma, esta ecuacion puede ser utilizada para calcular la energia que se necesita para
comprimir o estirar un resorte.

<2 g

v

Figura 4.24
Ejemplo 4.20
Suponga que un blogue se encuentra sujeto a un resorte como se muestra en la figura 4.25. Suponga
también que el resorte se estira de tal manera que su deformacion es igual a x. Si se suelta el bloque,
calcule la velocidad con la que pasara justo cuando el resorte no se encuentra deforme.
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Solucion:
El cambio en la energia cinética del bloque es igual a menos el trabajo que se realiza para que se
comprima el resorte. Es decir:

1 1 1 1 1

2 2 _ 2 21 — 2 2

—mvc-——mv§=—|z-kx ——kx]———kx —x

2 2 0 . 2 . 2 0 2 ( 0) .
En el momento de soltar el bloque, su velocidad es igual a cero, por lo que la velocidad del bloque para
cualquier deformacién menor que x, es igual a:

Observe que la velocidad del bloque depende de la raiz cuadrada de la constante del resorte
multiplicada por la diferencia de los cuadrados de la méxima deformacién y una deformacion particular,
divida entre la masa del bloque.

A
\ 4

AN

. x=0
Figura 4.25
Si la velocidad del bloque es diferente de cero cuando la deformacion del resorte es x,, entonces la
ecuacion para la energia es igual a:
1 2 1 2 1 2 1 2
SM VT —omuvy = _[Ek x _Ek xo]
Despejando, tenemos que la velocidad del bloque justo en el momento de pasar por el punto donde el

resorte no esta deformado, es igual a:

k (x2 —x2)
v= |——% 4 2
m
Se debe aclarar que v, es la velocidad que tiene el bloque cuando la deformacion del resorte es x,. De
igual forma, el bloque oscilara entre la posicion de equilibro indefinidamente si no existen fuerzas de
friccion que lo detengan.

Ejemplo 4.21

Suponga ahora que un bloque esta sujeto a un resorte que se encuentra verticalmente, como se
muestra en la figura 4.26. Suponga que el resorte no esta deformado y que el bloque se encuentra en
reposo en ese punto. Calcule las posiciones en las que la velocidad del bloque es igual a cero y la
velocidad del mismo a la mitad de la trayectoria entre ambos extremos.




Figura 4.26

Solucion:

La energia total del bloque es igual a menos el trabajo realizado por el resorte, es decir:
1 1 1
Sm vz—zm vi+mg (hg—x)—mg hy=— Sk xz—zk xg]

Donde h es la altura a la cual el resorte no se encuentra deformado; x es el desplazamiento del bloque;
X, €s la deformacion inicial del resorte; v y v, es la velocidad final e inicial del bloque y k es la constante
elastica del resorte.
Como el resorte no esta deformado y la velocidad del bloque en el momento de soltarlo es igual a cero,
entonces x, = 0y vy = 0, por lo que la ecuacion anterior se simplifica a:

1 2 1 2

Emv —mgx+§kx =0
Para conocer las posiciones para las cuales la velocidad del bloque es igual a cero, debemos hacer

v = 0, por lo que la ecuacion anterior se convierte en:

1 2
Ek x*—-mgx=0
2mg
k
Para x = %, gue es un valor intermedio entre los dos extremos, la velocidad del bloque se obtiene

sustituyendo esta posicion en la ecuacién para la velocidad, es decir:

Asi, los valores para los cuales la velocidad del bloque es igual a cero, son: x =0y x =

1 mgy 1 m gi?
- 2 _ — 2+ 2k |2 =
va mg[k]+2k[k] 0
Despejando la velocidad, obtiene:
m g?
v =

Que es la maxima velocidad que adquiere el blogue.
Si la velocidad del bloque es diferente de cero cuando no esta deformado el resorte, entonces la

ecuacion para la energia es igual a:

1 2 1 2 1 2
Emv —Emvo—mgx+§kx =0
Para conocer las posiciones para las cuales la velocidad del bloque es igual a cero, debemos hacer

v = 0, por lo que la ecuacion anterior se convierte en:
1
Ekxz—mgx—zmv(%:O
Resolviendo para x se observa que es una ecuacién de segundo grado, cuyas raices son:

2mg+\[4m2g2+4kmv§ 2mg—\/4m2g2+4—kmv§
*1 = 2k y X2 = 2k
Vemos que la deformacion del resorte es mayor cuando la velocidad del bloque es igual a cero. La
velocidad del bloque para el punto intermedio entre estos dos puntos, se obtiene sustituyendo este
punto en la ecuacion para la energia:
, 1 ) mgy 1 mgi?
Em v —Em Vo —mg [T]-I_Ek [T] =0
Donde x = % gue es el punto intermedio. De esta forma, la velocidad del bloque para este punto es

igual a:
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m g2
k

Vemos gue la maxima velocidad que adquiere el bloque es mayor en comparacion con la velocidad del
blogue del caso anterior porque lleva afiadida la velocidad inicial.

v = + v

4.2 Preguntas y Problemas
1. Calcule el trabajo que realiza una fuerza igual a F = 100 N cuando se aplica a un cuerpo que
se mueve una distancia de d = 10 m.

Sol. W =1 000 J.

2. Calcule la fuerza F aplicada a un cuerpo, si realiza un trabajo de W = 500 J y se desplaza una
distancia de d = 20 m.

Sol. F =25 N.
3. Calcule la distancia d que se desplaza un cuerpo, si se realiza un trabajo de W =1 000 J y se
aplica una fuerzade F = 40 N.

Sol. d =25 m.
4, Calcule el cambio de energia cinética y el trabajo total que se realiza sobre el bloque mostrado

en lafigura4.2,siF; =50 N, 6, = 30° F, =30 N, 8, =90°, F; = 20 N, 6; = 140° y la masa del bloque
es de m = 10 kg. De igual forma, calcule la velocidad del bloque.

Sol. W = AE, = 27.98 ] y v = 2.37 %
5. Calcule el valor de la fuerza F; para que el cambio de energia cinética del bloque que se muestra
en la figura 4.2, sea igual a AE; = 400 J, suponiendo que 6; = 40°, F, =30 N, 6, = 90°, F; =30 N,
6; = 150° y que la distancia recorrida por el bloque es de d = 10 m.

Sol. F, = 86.13 N

6. Calcule la masa del bloque mostrado en la figura 4.2, si el cambio de energia cinética es de
AE; = 50 ] y la velocidad final del cuerpo es de v = 2 % suponiendo que partié del reposo.

Sol. m = 25 kg
7. Calcule el valor de la fuerza F; para que el cambio de energia cinética del bloque que se muestra
en la figura 4.2, sea igual a 4E; = —60 J, suponiendo que F; = 100 N, 8, = 50°, F, =30 N, 6, = 90°,
6; = 150°.

Sol. F; = 143.50 N
8. Calcule el trabajo que se realiza sobre un cuerpo de m = 70 kg de masa para subirlo hasta una

altura de h = 50 m.

Sol. W =34 300 J.
9. Calcule la altura a la que se elevara un cuerpo de m = 100 kg de masa cuando se realiza un
trabajo de W = 50 000 J.

Sol. h =51.02 m.
10. Calcule la masa que debe tener un cuerpo para que al realizarse un trabajo sobre él de W =
30 000 J para que se suba hasta una altura de h = 45 m.

Sol. m = 68.02 kg.
11. Calcule el trabajo que se realiza sobre un cuerpo que se quiere subir hasta una altura h = 15 m
a través de una rampa como la mostrada en la figura 4.5, si el angulo de inclinacion de la rampa es de
6 = 45° y la masa del bloque es de m = 50 kg. De igual forma, calcule la fuerza con la que se sube el
bloque y la distancia que recorre a través de la rampa.

Sol. W =7 350 J. El trabajo no depende del angulo de inclinacién de la rampa. F = 346.48 N.
Esta fuerza es menor que la fuerza que se debe emplear para subir al cuerpo verticalmente. d =
21.21 m. Esta distancia es mayor que la distancia que recorreria el cuerpo si se subiera verticalmente.
12. Calcule la fuerza con la que se debe subir un cuerpo hasta una altura de h = 20 m a través de
una rampa, si el angulo de inclinacion de la rampa es de 8 = 30° y la masa del bloque es de m = 40 kg.
De igual forma, calcule el trabajo con el que se sube el bloque y la distancia que recorre a través de la
rampa.
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Sol. F =196 N. Esta fuerza es menor que la fuerza que se debe emplear para subir el cuerpo

verticalmente. W = 7 840 J. El trabajo no depende del angulo de inclinacién de la rampa. d = 40 m.
Esta distancia es mayor que la distancia que recorreria el cuerpo si se subiera verticalmente.
13. Calcule la altura a la que sube un cuerpo de m = 30 kg de masa a través de una rampa, si el
angulo de inclinacion de la rampa es de 8 = 40° y se aplica un trabajo sobre el bloque de W = 6 000 J.
De igual forma, calcule la fuerza con la que sube el blogue y la distancia que recorre a través de la
rampa.

Sol. h = 20.40 m. Esta distancia es mayor que la distancia que recorreria el cuerpo si se subiera
verticalmente. F = 188.97 N. Esta fuerza es menor que la fuerza que se debe emplear para subir el
cuerpo verticalmente. d = 31.74 m. Esta distancia es mayor que la distancia que recorreria el cuerpo
si se subiera verticalmente.

14, Desde un edificio de h = 50 m de altura se deja caer un objeto de m = 1 kg de masa. Calcule
la energia potencial, la energia cinética, la energia total y la velocidad del cuerpo al momento de soltarlo
y de llegar al suelo. Calcule lo mismo cuando el objeto se encuentra a h = 20 m de altura.

Sol. Ep, =490 ], Ec, =0, Er =490 ], vy =0, Ep. = 0, Ec, =490 ], v; = 31.30 ? Ep, =196 ],
Ec, =294 ]yv, = 24.24 %
15. Desde un edificio de h = 50 m de altura se avienta hacia arriba, con una velocidad de v, =
15 % un objeto de m = 1 kg de masa. Calcule la energia potencial, la energia cinética, la energia total

y la velocidad del cuerpo al momento de aventarlo y de llegar al suelo. Calcule lo mismo cuando el
objeto se encuentra a h = 20 m de altura. Calcule la altura maxima que alcanza el objeto.

Sol. Ep, =490 |, E¢, = 1125 ], Er = 602.5 ] v, = 15 ? Ep, =0, E¢, = 602.5 ], v; = 34.71 ?
Ep, =196 ], Ec, = 406.5 ] y v, = 28.51 % I
16. Desde un edificio de h = 50 m de altura se avienta hacia abajo, con una velocidad de v, =
—15 % un objeto de m = 1 kg de masa. Calcule la energia potencial, la energia cinética, la energia

total y la velocidad del cuerpo al momento de aventarlo y de llegar al suelo. Calcule lo mismo cuando
el objeto se encuentra a h = 20 m de altura.

Sol. Ep, =490 J, E¢, =0, Er =490 ], vy = —15 % Ep =0, Ec, =490 ], v; = 31.30 ? Ep, =
196 ], Ec, = 294 | y v, = 24.24 ?
17. Desde un edificio se deja caer un objeto de m = 2 kg de masa. Si se observa que la velocidad
con la que llega al suelo es de v = 20 ? Calcule la energia potencial, la energia cinética, la energia

total y la altura a la que se deja soltar. Calcule lo mismo cuando el objeto se encuentraa h = 10 m de
altura.
Sol. Ep, = 400 ], E¢c, = 0, Er = 400 ], vy = 0, hy = 20.40 m, Ep, =0, E¢, = 400 ], v; = 20 %

Ep, =196 ], Ec, = 204 ] y v, = 14.28 %
18. Desde un edificio se avienta hacia arriba, con una velocidad de v, = 20 ? un objeto de m =

2 kg de masa. Si se observa que la velocidad con la que llega al suelo es de v = 30 ? Calcule la

energia potencial, la energia cinética, la energia total y la altura a la que se avienta el cuerpo. Calcule
la altura maxima que alcanza. Calcule lo mismo cuando el objeto se encuentraa h = 15 m de altura.

Sol. Ep, =500 J, Ec, = 400 J, Ey =900 J, hg = 25.51 m, Ep, =0, E;, =900 J, v; = 30 ? Rmaxs
Ep, =294 ], Ec, = 606 ] y v, = 24.61 %
19. Desde un edificio se avienta hacia abajo, con una velocidad de v, = —10 ? un objeto de m =

4 kg de masa. Si se observa que la velocidad con la que llega al suelo es de v =40 ? Calcule la

energia potencial, la energia cinética y la energia total. Calcule lo mismo cuando el objeto se encuentra
ah =20 m de altura.
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Sol. Ep, =3 000 J, E¢, = 200 J, Er = 3 200 ], hg = 76.53 m, Ep, = 0, E¢c, = 3 200 ], vy = 40 %
Ep, =784 ], Ec, =2 416 ] y v, = 34.75 ?
20. Desde un edificio de h = 50 m se avienta hacia arriba un objeto de m = 1 kg de masa. Si se
observa que la velocidad con la que llega al suelo es de v = 35 ? Calcule la velocidad con la que fue
lanzado el objeto, la energia potencial, la energia cinética y la energia total. Calcule lo mismo cuando
el objeto se encuentra a h = 40 m de altura. Calcule la altura méxima alcanzada.

Sol. Ep, =490 ], vy = 15.65 % Ec,=1225], Er =612.5], Ep =0, Ec, =6125], , Ep, =
392 ], Ec, =2 416 ], v, = 21.0 %y |
21. Desde un edificio de h = 50 m se avienta hacia abajo un objeto de m = 0.5 kg de masa. Si se
observa que la velocidad con la que llega al suelo es de v = 25 ? Calcule la velocidad con la que fue
lanzado el objeto, la energia potencial, la energia cinética y la energia total. Calcule lo mismo cuando
el objeto se encuentra a h = 40 m de altura.

Sol. Ep, =245 ], vy = 18.44 ? Ec,=122.5], Ep =156.25 ], Ep =0, E;, = 156.25 ], Ep, =
392 ], E;, =2 416 Jy v, = 21.0 %
22. Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de v, = 100 ? formando un angulo de 6, = 40°
con respecto a la horizontal. Calcule la rapidez del proyectil a una altura de 20 metros y el angulo que
forma su trayectoria en esa altura.

Sol. v = 98.02 =y 6 = 38.6°.
23. Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de v, = 100 % Calcule la rapidez del proyectil a
una altura de 20 metros y el angulo con el que se dispara si el &ngulo que forma la trayectoria del
proyectil cuando se encuentra a 20 metros de altura es de 6 = 45°.

Sol. v = 98.02 Ty 6, = 46.12°.
24, Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de v, = 100 ? formando un angulo de 6, = 40°
con respecto a la horizontal. Calcule la altura y el angulo que forma la trayectoria con la horizontal
cuando la rapidez del proyectil es v = 80 %

Sol. h = 183.49 ? 6, =16.75°y 6, = —16.75°.
25. Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de v, = 100 % formando un angulo de 6, = 45°
con respecto a la horizontal. Calcule la altura y la rapidez del proyectil cuando el angulo que forma la

trayectoria con la horizontal es 8 = 30°.
Sol. h = 169.89 =, v = 81.65 -

26. Un proyectil se lanza con una rapidez inicial de v, = 100 ? formando un angulo de 4, = 45°

con respecto a la horizontal. Calcule el angulo que forma la trayectoria del proyectil y su rapidez cuando
se encuentra a una altura de h = 30 m

Sol. h=97.01 my @ = 43.21°.
27. Para cada uno de los puntos mostrados en la figura 4.10, calcule la energia cinética, la energia
potencial, la energia total y la velocidad del bloque, si el radio del circulo es de R = 1 m, la masa del
bloque es de m = 1 kgy el bloque completa el movimiento circular.

Sol. Er =245 ], Ep, =245], Ep, =0, Ec, =245 ], vy =7 % Ep, =98], Ec, =147 ], vg =
5.42 % Ep, =19.6 ], Ec, =4.9 ] y vc = 3.13 %
28. ¢ Cudl es la altura minima a la que se debe soltar un bloque para que pueda completar el
movimiento circular mostrado en la figura 4.10, si el radio de curvatura del circulo es de R =5 m?

Sol. hy = 12.5 m.
29. ¢ Cudl es el radio de curvatura del circulo mostrado en la figura 4.10 si se deja soltar un bloque
desde una altura hy, = 10 m y alcanza a completar el movimiento circular?

Sol.R =4 m.
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30. ¢, Cuél es la tension en la cuerda mostrada en la figura 4.11 para que un bloque gire en un circulo
vertical, si la masa del bloque es de m = 2 kg? ¢Cuél es la velocidad minima del bloque si el radio de
curvatura del circulo es igual a R = 3 m?

Sol. T, =117.6 Ny v, = 12.12 %
31. Si la velocidad del bloque mostrado en la figura 4.11 es de v, = 10 % calcule el radio de

curvatura maximo para que el cuerpo gire en un circulo vertical. ¢ Cudl es la masa del bloque si la
tension en la cuerda en el punto mas bajo es de T, = 20 N?
Sol. R =2.04 mym = 0.34 kg.

32. Se dispara hacia arriba un blogue sobre un plano inclinado, con una rapidez inicial de v, = 3 %

y un angulo de 8 = 40°. ;Cudl es la distancia que recorrera sobre el plano? ¢Qué tan alto llegara el
bloque sobre el plano inclinado?

Sol.d =0.714 my h =046 m.
33. Al disparar hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado, se observa que alcanza una altura
de h = 1 my que el angulo que forma el plano con la horizontal es de 8 = 50°. ¢Con qué rapidez se
lanz6? ¢ Cual es la distancia que recorrera sobre el plano?

Sol. vy =443 Tyd =13 m.
34. Al disparar hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado, se observa que alcanza una altura
de h = 1 my que la distancia que recorre por el plano es de d = 2 m. ¢ Cudl es el angulo que forma el
plano con la horizontal? ¢, Con qué rapidez se lanzé?

Sol.§ =30y h =443 m.
35. Al disparar hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado, se observa que la distancia que
recorre por el plano es de d = 3 m y que el angulo que forma el plano con la horizontal es de 8 = 60°.
¢, Qué tan alto llegard el bloque sobre el plano inclinado? ¢ Con qué rapidez se lanz?

Sol. h =2.598 my v, = 7.14 ?
36. Si las masas de los bloques en una maquina de Atwood son m; =10 kg y m, =5 kg. ¢Cual
es la velocidad con la que se moveran en el momento en que se han desplazado una distancia de h =
5m?

Sol. v =5.71 %
37. Si la masa mas grande de los bloques de una maquina de Atwood es iguala m; =10 kg y en
el momento en que se han desplazado una distancia de h = 3 m, llevan una velocidad de v = 4 %
¢, Cual es la masa del otro bloque?

38. Si la masa mas chica de los bloques de una maquina de Atwood es iguala m, = 10 kg y en el
momento en que se han desplazado una distancia de h = 4 m, llevan una velocidad de v = 6 % ¢Cual
es la masa del otro bloque?

Sol. m; = 26.98 kg.
39. Si las masas de los bloques en una maquina de Atwood son: m; =5 kg y m, =2 kg. ¢(Qué
distancia se han desplazado si llevan una velocidad de v = 2 %’?

Sol. h=048 m
40. Si las masas de los blogues del sistema mostrado en la figura 4.14 son: m; =10 kg y m, =

5 kg. ¢Cudl es la velocidad con la que se moveran en el momento en que se han desplazado una
distancia de h = 5 m?

Sol. v =5.71 %
41. Si la masa de uno de los bloques del sistema mostrado en la figura 4.14 es m; = 10 kg y en el
momento en que se han desplazado una distancia de h = 3 m, llevan una velocidad de v = 4 ? ¢, Cuél

es la masa del otro bloque?
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42. Si la masa de uno de los bloques del sistema mostrado en la figura 4.14 es m, = 10 kg y en el
momento en que se han desplazado una distancia de h = 4 m, llevan una velocidad de v = 6 % ¢, Cual

es la masa del otro bloque?
Sol. my = 11.77 kg.
43. Si las masas de los bloques del sistema mostrado en la figura 4.14 sonm; =5 kgym, = 2 kg.

¢, Qué distancia se han desplazado si llevan una velocidad de v = 2 %?

Sol. h=0.71 m.
44, Un cuerpo de de masa se mueve hacia arriba en un plano inclinado de con respecto
a la horizontal. Sobre 8)dugrpo actuan las siguientes fuerzas: una fuerza horizontal de3 o , una
fuerza paralela al plano de y una fuerza constante de en contra gel mMé®@dniento.
Observe lafigura 4.15. El blq‘%ug g0 thaslada alolargo del plapo.zcwcmar el trabajo total efectuado
por el sistema de fuerzas solire al cuerpo. Clcude la velocidad dchuerpo en el momento que recorre
los . La energia total del bloque al momento en que se encuentra a . Si dejan de actuar las
fuerk@sncalcule la distancia que recorrera y la altura a la que se encobframa el bloque cuando se
detenga,

Sol. W =1 220.05 J, v = 16.62 ? Er =1710.05],d =2818 my h = 19.09 m.

45, Si en un sistema de poleas como el mostrado en la figura 4.16, se aplica una fuerza de F =
100 N, ¢cual es la masa del bloque?

Sol. m = 81.63 kg.
46. Si en un sistema de poleas como el mostrado en la figura 4.16, la masa del bloque es de m =
50 kg, ¢cual es la fuerza minima para subir el bloque?

Sol. F = 61.25 N.

47. Se lanza hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado con una rapidez inicial de v, = 4 ?y

el &ngulo que forma el plano con la horizontal es de 8 = 30°. Calcule la altura a la que llegaréa el bloque
y la distancia que recorre sobre el plano, si el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano es de
u=0.2.

Sol. h=0.61myd=121m.
48. Se lanza hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado y se observa que alcanza una altura
de h =1 my el angulo que forma el plano con la horizontal es de 8 = 40°. Calcule la velocidad con la
gue fue lanzado el bloque y la distancia que recorre sobre el plano, si el coeficiente de friccion entre el
bloque y el plano es de u = 0.1.

Sol. vy = 4.68 Ty d = 1.55 m.

49, Se lanza hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado con una rapidez inicial de vy =5 %y

se observa que alcanza una altura de h = 1 m. Calcule la distancia que recorre el blogue sobre el plano
y el angulo que forma el plano con la horizontal, si el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano
es de u = 0.15.
Sol. # = 28.56° y d = 2.09 m.

50. Se lanza hacia arriba un bloque sobre un plano inclinado y se observa que alcanza una altura
de h = 1 m y recorre una distancia de d = 3 m. Calcule el angulo que forma el plano con la horizontal
y la rapidez inicial con la que fue lanzado el bloque, si el coeficiente de friccion entre el bloque y el plano
esde u =0.1.

Sol. 8 = 19.47° y v, = 5.01 %
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5 CANTIDAD DE MOVIMIENTO

5.1 Concepto de cantidad de movimiento
En todos estos fendbmenos estan involucradas la velocidad y la masa de un objeto. La conjuncion de
ambas nos da un concepto llamado cantidad de movimiento. El producto de la masa que tiene un
cuerpo por la velocidad con la que se mueve, se le conoce como cantidad de movimiento, impetu o
momento lineal. Mateméticamente se tiene:

p=mv 51
Donde p es la cantidad de movimiento, m es la masa del cuerpo y v es la velocidad con la que se
mueve el cuerpo. La cantidad de movimiento es una magnitud vectorial porque es el producto de una
magnitud escalar (la masa) por una cantidad vectorial (la velocidad). En consecuencia, para que la
cantidad de movimiento sea completamente especificada debe ser representada por su magnitud y su
direccién. Esta expresion nos indica que mientras mas grande sea la masa y/o la rapidez de un objeto,
su cantidad de movimiento es mayor. O si la masa y la rapidez del cuerpo es pequefa, entonces su
cantidad de movimiento también debe ser pequefio. Es por eso que un objeto con masa muy grande
como un camién, es muy dificil de detener a pesar de que tenga una velocidad relativamente pequefia.
La unidad de la cantidad de movimiento en el Sistema Internacional es kilogramo por metro entre
segundo. La direccién de la cantidad de movimiento de un cuerpo coincide con la direccién de la
velocidad del cuerpo. La masa no cambia la direccion de la cantidad de movimiento y de la velocidad
del cuerpo; ambas direcciones son iguales.
Ejemplo 5.1
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Supongamos que un objeto tiene una masa m = 10 kg y tiene una velocidad de v = 20 % Calcule la

cantidad de movimiento que tiene el objeto.
Solucion:
Utilizando la ecuacion 5.1, tenemos:

—mv=0k )*(20 m)—200k n
' p g S Ul
Ejemplo 5.2
Si esa cantidad de movimiento o momento lineal lo tiene una pelota cuya masa es de 100 gr. ¢Cual

seria la velocidad de la pelota?
Despejando la velocidad en la ecuacion 5.1, se tiene:

“m 0.lkyg
Vemos que la pelota llevaria una velocidad de 2 000 metros en cada segundo, lo que seria
practicamente muy dificil de conseguir.

Ejemplo 5.3
¢, Cudl es la masa de un objeto cuya cantidad de movimiento es de p = 100 kg ? y velocidad es de
v=57?
Solucion:
Despejando la masa de la ecuacién 5.1, se tiene:
100 kg =
m=L=" 95 _ 50k
v g M g
S

Vemos que el objeto tendria una masa de 20 kg.

5.2 Impulso
Una fuerza F que actla durante un tiempo t sobre un cuerpo le proporciona un impulso, dado por:
I=Ft

La unidad del Impulso en el Sistema Internacional es N*s.
Cuando una fuerza actia sobre un cuerpo se produce un cambio en la cantidad de movimiento. Asi, el
impulso aplicado a un cuerpo es igual al cambio de la cantidad de movimiento, es decir:

I=Ft=A4p 5.2
Donde 4pes el cambio en la cantidad de movimiento, F es la fuerza que se aplica al cuerpo, t es el
tiempo en el cual se aplica la fuerza e I es el impulso. El cambio en la cantidad de movimiento puede
ocurrir debido al cambio de la masa, de la velocidad o de ambas. Si la masa permanece constante,
entonces debe ocurrir un cambio de velocidad si la cantidad de movimiento cambia. Si el cambio en la
cantidad de movimiento es constante, entonces el producto de la fuerza por el tiempo también seria
constante y, como el transcurso del tiempo se considera constante, entonces la fuerza que se aplica
también seria constante. Esto es un caso particular en el cual la fuerza aplicada es constante. En
general, la fuerza puede variar y, en ese caso, el cambio en la cantidad de movimiento no seria
constante. De esta forma, el impulso depende del producto de la fuerza que se le aplique a un cuerpo
multiplicado por el tiempo en que aplique. El impulso sera mas grande si aplicamos la misma fuerza
durante un tiempo mas prolongado. O el impulso ser&d mas pequefio si aplicamos la misma fuerza en
un tiempo muy corto. Tanto la fuerza como el tiempo son importantes para cambiar el impulso de un
cuerpo. Se puede tener el mismo impulso aplicando una fuerza grande en un tiempo muy pequefio o
aplicando una fuerza pequefia en un tiempo muy grande. Cuando la fuerza es muy grande, como el
golpe de un martillo, un bastén de golf, un bate, etc., se ha observado que el cuerpo puede llegar a
deformarse, ya sea permanentemente o temporalmente. En el caso en que la fuerza sea muy pequefia,
el tiempo en que se aplique debe ser muy grande para producir el mismo impulso. Asi, si queremos
detener el movimiento de un objeto seria conveniente utilizar una fuerza muy pequefia en un tiempo
muy grande, ya que al utilizar una fuerza muy grande en un tiempo muy pequefio, se tendria la
posibilidad de que el cuerpo se deforme o nos duela mas el golpe que experimentamos si tratamos de
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detenerlo con alguna parte de nuestro cuerpo. Esto puede suceder cuando un automovil choca contra
un muro, un arbol o cualquier obstaculo que sea solido. Las consecuencias pueden ser fatales cuando
la fuerza que se aplica es grande en un tiempo muy corto. En cambio, si utilizamos arena, paja o
cualquier material que haga que la fuerza que se apligue sea pequefia en un tiempo relativamente
largo, hara que el objeto se detenga con poca posibilidad de que se deforme, incluso permanentemente
como sucede con los automoviles. Por eso es conveniente que los autos se fabriquen con material que
pueda ser facilmente deformable para que la fuerza con la que llegue a chocar un auto contra un
material sélido, se disminuya en un tiempo méas grande en comparacion con la fuerza que se aplica
cuando el auto no tiene material facilmente deformable. Mucha gente cuestionaba los autos que eran
construidos con partes que no fueran de metal, pero después se dieron cuenta que convenia mas ya
gue en un accidente el impacto se amortiguaba mas porque sus piezas no eran tan sélidas. El problema
ahora es que la deformacion que sufren los autos hace que la gente quede atrapada dentro de ellos.
Pero eso es otro problema. Lo mismo sucede cuando caemos en el piso después de haber saltado
desde una determinada altura. Lo mas conveniente es flexionar las piernas para que la fuerza con que
caigamos sea en un tiempo mas prolongado, evitando asi que la fuerza sea grande.
En conclusién, se pueden tener iguales impulsos pero en algunas ocasiones la fuerza con la que se
aplica el impulso debe ser grande, ocasionando que el tiempo en que se aplique la fuerza sea muy
corto. Mientras mas corto sea el tiempo en el que se aplique la fuerza, mayor sera la fuerza que se
aplique. Los golpes que se dan ya sea con martillos o con cualquier tipo de instrumentos, haran que se
aplique una fuerza muy grande en un tiempo relativamente corto. Por eso tenemos que evitar que nos
pegue el martillo a la hora que estamos clavando. Para evitar un poco ese efecto, es recomendable
gue se usen guantes para aumentar el tiempo en que nos golpee el martillo. En otras ocasiones es
recomendable que el tiempo que tarda en actuar una fuerza sea relativamente grande, para evitar que
nos afecte. Esto se podria aplicar a los casos en que atrapamos una pelota dura, como una pelota de
béisbol o algo similar. Para aumentar el tiempo que tarde la fuerza en actuar, se debe mover la mano
en direccién del movimiento de la pelota. Lo mismo sucede si queremos evitar que nos afecte el golpe
producido por un objeto. Es conveniente movernos en la direccion en la que se mueve el objeto para
prolongar el tiempo que tarda en actuar la fuerza.
De la ecuacién 5.2 concluimos que el impulso produce un cambio en cantidad de movimiento, es decir:
I=Ft=4p=m (v—1y) 5.3
Para ilustrar este concepto, hagamos el siguiente ejemplo.
Ejemplo 5.4
Supongamos que un automoévil de 1 500 kg de masa se mueve con una velocidad de 20 % Si el

automdvil choca contra una pared de tal manera que se detiene en un tiempo de 0.5 s, calcule la fuerza
con la que se detiene el automovil.
Solucion:

La velocidad inicial con la que se mueve el automovil es de v, = 20 ? cuando el automovil se detiene

su velocidad es de cero. Como la masa del automovil es de 1500 kg y se detiene en un tiempo de 0.5
s, encontramos que la fuerza con la que se detiene es igual a:
m

m—vy) (1500kg)(0-207%)
F = : = 05 =—60000 N s
Vemos que la fuerza es negativa debido a que el automovil se detiene, por lo que la fuerza va en contra
del movimiento. Si el tiempo en que se detiene el auto es mayor, por ejemplo un segundo, la fuerza con
la que se detendria el auto seria igual a:

- m@-v,) —-30000Ns

= =-30000 N
1s

t
Se observa que la fuerza es mayor debido a que el tiempo en que actla es mayor.

5.3 Conservacion de la Cantidad de Movimiento

Cuando un cuerpo experimenta un impulso, la ecuacion 5.3 afirma que ha actuado una fuerza sobre el
cuerpo para que pueda cambiar su cantidad de movimiento. Una fuerza es consecuencia de la
interaccidn con otros cuerpos. Asi, por la tercera ley de Newton, las fuerzas que actian sobre un cuerpo
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también las experimentan los cuerpos que las provocan. La cantidad de movimiento de un sistema de
cuerpos en los que no existe una fuerza externa que influya, se mantiene constante. De esta forma, el
cambio en la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual al cambio en la cantidad de movimiento del
resto de los cuerpos que componen el sistema, siempre y cuando, el sistema no reciba influencia de
fuerzas externas. Cuando un sistema se encuentra aislado, la cantidad de movimiento se mantiene
constante porque no hay fuerzas externas. En el caso en que el sistema estuviera influido por una
fuerza, su cantidad de movimiento cambiaria. En consecuencia, podemos afirmar que:

“Si sobre un sistema no se ejerce fuerza neta, la cantidad de movimiento no cambia”
De esta forma, la cantidad de movimiento de los cuerpos que interactian en un sistema aislado,
permanece constante. Esto nos indica que la cantidad de movimiento de cada una de las particulas
gue constituyen un sistema aislado, puede cambiar, pero la suma de la cantidad de movimiento de
todas las particulas, permanece constante. Asi, la cantidad de movimiento que posee un sistema antes
de su interaccién, es igual a la cantidad de movimiento después de su interaccion. Cuando la cantidad
de movimiento no cambia, decimos que se conserva. Por lo que la cantidad de movimiento de un
sistema se conserva cuando sobre el sistema no actlan fuerzas. A este hecho se le conoce como ley
de conservacion de la cantidad de movimiento.
Como consecuencia de esto podemos afirmar que en la colisibn entre particulas o cuerpos, en la
desintegracion radiactiva o en una explosion, la cantidad de movimiento se mantiene constante,
siempre y cuando no haya fuerzas externas.
Si consideramos la caida de un cuerpo, el cuerpo en si mismo no estaria aislado y, en consecuencia,
su cantidad de movimiento cambiaria. Cambiaria porque estaria expuesto a una fuerza externa como
el peso. Pero si consideramos como sistema al formado por el cuerpo y la Tierra, la cantidad de
movimiento del sistema permaneceria constante. El problema es que el cambio en la cantidad de
movimiento de la Tierra no se percibe por su gran masa. Pero tedricamente debe cambiar,
independientemente de que se perciba o no. Sin embargo, si ponemos a interactuar a dos cuerpos que
tengan masas muy similares, el cambio en la cantidad de movimiento se percibiria facilmente. Por
ejemplo, supongamos que una bola de billar choca contra una pelota de esponja. Como la masa de la
bola de billar es muy grande en comparacién de la masa de la pelota de esponja, después del choque
la bola de billar mantendria su movimiento en la misma direccién con la que se movia antes del choque.
En cambio, la pelota de esponja comenzaria a moverse en la misma direccion con la que se movia la
bola de billar. Si ahora la pelota de esponja es la que se mueve y la bola de billar se encuentra en
reposo, al chocar la pelota de esponja veremos que rebotaria y que la bola de billar se moveria muy
poco, en la misma direccion en la que se movia la pelota de esponja antes de la colision. Si las masas
de ambas pelotas son iguales, al impactar una de ellas sobre la otra veriamos que la que se encuentra
en reposo se moveria con la misma velocidad con la que se movia la bola que impacté y que la bola
gue impactdé se quedaria estatica después de la colision. En todos estos casos la cantidad de
movimiento de cada uno de los cuerpos cambia, pero la cantidad de movimiento del sistema permanece
constante. Esto es considerando que los cuerpos giran sin friccién porque, si consideramos que influye
la friccion, entonces la cantidad de movimiento no se mantendria constante debido a la presencia de
una fuerza externa.
5.4 Colisiones elasticas
Los ejemplos de colisiones que hemos analizado anteriormente, son ejemplos de colisiones que se
consideran elasticas porque la deformacion que sufren no es permanente y esta deformacién no genera
una pérdida de calor. En estas condiciones se dice que la colision es elastica.
5.4 Colisiones ineléasticas
Cuando un cuerpo se deforma permanentemente o genera calor en una colisién, se dice que la colision
es inelastica. De igual forma, cuando dos 0 mas objetos en una colision quedan unidos, decimos que
la colision es ineldstica. Es muy comun encontrar colisiones inelasticas. Por ejemplo, cuando
aventamos un papel mojado hacia el techo o el piso, vemos que se queda pegado. En este caso se
dice que la colision es inelastica. De igual forma sucede cuando dos autos quedan unidos después de
un choque. También sucede cuando una persona atrapa una pelota. También son ejemplos de
colisiones inelasticas cuando dejamos caer al piso una pelota de esponja. Vemos que rebotaria un
namero finito de veces hasta que deja de botar. Estas colisiones son inelasticas porque, a pesar de
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gue no se deforma permanentemente la pelota, se generaria calor en cada rebote y esto, teéricamente,
aumentaria su temperatura. A pesar de que existan colisiones inelasticas, la cantidad de movimiento
se conservaria. Por ejemplo, se ha visto que cuando un cuerpo colisiona con otro que se encuentra en
reposo y queda unido después de la colision, la velocidad del cuerpo que lleva ahora el cuerpo que se
movia, es menor ya que se encuentra unido al cuerpo que se encontraba en reposo. Esa union hace
gue la velocidad del cuerpo que se movia disminuyera. Al hacer célculos de la suma de la cantidad de
movimiento de los cuerpos antes y después de la colision, vemos que son iguales. Es decir, la cantidad
de movimiento de un sistema en la que existen colisiones inelésticas, también se conserva.

Ejemplo 5.4

Supongamos que se tiene una bola de m; =5 kg de masa y se mueve con una velocidad de v, =

20 = la cual choca contra otra bola de m, = 10 kg de masa que se mueve en el mismo sentido a lo
s m
largo de una misma linea con una velocidad de vy, = 10 = Después de la colisién, la primera masa

aun estd en movimiento en la misma direccién, pero con una velocidad de v; = 8 % Calcular la

velocidad de la segunda masa después del impacto.
Solucién:
Como la cantidad de movimiento se conserva, se tiene que:
my Vo, + My vy, =My Vg + My v, 54
Despejando v, se tiene:

v _my Vo, T My Vg, —My V¥
g =

m;
Y sustituyendo

m m m
_Gkg) (20 ?) + (10 kg) (10 ?) — (5 kg) (8 ?) e
10 kg s
Después de la colisién la segunda bola tiene una velocidad de v, = 16 ? con el mismo sentido con el
que se movia antes.
Ejemplo 5.5

Un automovil de m; = 1200 kg de masa, viaja a vy, = 100 kTm y choca contra otro automévil m, =

%)

. k . . ., . .
1500 kg que lleva una velocidad de vy, = 30 Tm en la misma direccion. Si los autos permanecen unidos

después del choque, ¢,Con qué velocidad se moveran?
Solucion:
Utilizando la ecuacion 5.4 se tiene:
my vy, + My Vo, =My vy +my v, = (Mg +my) v 55
Se utiliza v porque es la misma velocidad para los dos.
Despejando v y sustituyendo los datos se tiene:

km km
v,y v, (1 200 kg) (100 T) + (1 500 kg) (30 T) iy fm
m; +m, 1200 kg +1 500 kg ’ h

Este resultado nos dice que la velocidad final de los dos coches es de v = 61.11 kTmen la misma

direccién en la que se movian antes de la colision.

¢, Qué hubiese sucedido si el segundo auto se moviese en sentido contrario y con la misma velocidad?
Solucion:

Utilizando la ecuacién anterior, se tiene:

km km
_ my vg, +mg vy, _ (1200 kg) (100 T) + (1 500 kg) (—30 T) R
my +m, 1200 kg +1 500 kg ’ h

Este resultado nos dice que la velocidad final de los dos coches es de v = 27.77 kTmen la misma

direccion en la que se movian antes de la colision. La velocidad final de los dos autos tiene la misma
direccién que la direccion del primer coche porque lleva mayor cantidad de movimiento.
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¢, Qué velocidad deberia llevar el segundo auto para que la cantidad de movimiento final sea igual a
cero?

Como la cantidad de movimiento debe ser igual a cero, la velocidad de ambos coches debe ser cero,
por lo que:

km
my g, +my v, (1200 kg) (100 57) + (1 500 kg) v, B
o omy+m, 1200 kg + 1 500 kg -

Despejando la velocidad inicial del segundo auto, se tiene:

~(1 200 kg) (100 kTm) em
= =—-80 —
2 1 500 kg h

Este resultado nos dice que para que la cantidad de movimiento después de la colisién sea igual a cero,
- km . . L.
el segundo auto debe moverse a una velocidad v,, = —80 - El signo negativo nos indica que el

movimiento del segundo auto debe ser en direccion contraria al movimiento del primer auto. Este tipo
de colisiones corresponde a una colision perfectamente ineldstica, ya que quedan unidos los dos
cuerpos después de la colision.

Calculemos la energia cinética de los autos antes de la colision y después de ella.

La energia cinética de los autos antes de la colisién es igual a:

1 1 1 1
5 vo, > + 5M2 vy,> = 5(1 500 kg)(100 km/h)? + 5(1 200 kg)(30 km/h)?

= 8 040 000 kg km?/h?
Y la energia cinética de los autos después de la colision, es igual a:

1 1
E(m1 +m,) v? = 5(1 500 kg + 1 200 kg)(61.11 km/h)? =5 041 483.335 kg km?/h?

Vemos que ambos resultados no coinciden, por lo que concluimos que en una colision inelastica, la
energia cinética del sistema no se conserva, o lo que es equivalente, si la colisién es perfectamente
elastica, la energia cinética del sistema se conserva.

Ejemplo 5.6

Este ejemplo es muy usado para conocer la velocidad con la que se mueve una bala. Para ello se utiliza
un bloque de madera que cuelga de un hilo. Se mide la masa de la bala y del bloque de madera.
Después de se mide la altura a la que llega el blogue con la bala. La figura siguiente muestra esta
situacion.

Vo

]

I h=15cm

M =2.5kg

o

m=15g

Supongamos que después del impacto de la bala con el bloque de madera, la altura a la que llegan es
de h = 15 ¢m. Calcular la velocidad con la que la bala impacta el bloque.
Solucion:
Como sabemos que la cantidad de movimiento de la bala y del bloque es la misma antes y después
del impacto, por lo que se tiene:

mvg+MVoy=mv+Mv=m+M)v
Donde v es la velocidad del bloque con la bala en el momento de comenzar a subir, v, es la velocidad
de la bala y V, es la velocidad del bloque antes del impacto. Esta velocidad es igual a cero. Por
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conservacion de la energia, la energia cinética del bloque y la bala justo después del impacto, es igual
a la energia potencial a la altura méxima alcanzada. De esta forma se tiene:

1
E(m+M)v2=(m+M)gh

v=,2gh
Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacion correspondiente a la conservacién de la cantidad de
movimiento, se llega a:

Despejando v obtenemos:

mvg+MVo=mv+Mv=m+M),2gh
Es decir:

mvg+MVo=m+M) . /2gh

_(m+M)y2gh-MV,
m

Despejando v, se llega a:

Vo
Sustituyendo, se tiene:
_ (0.015 kg + 2.5 kg)y/2 (9.8 m/s? (0.15 m) — (2.5 kg)(0)
- (0.015 kg)
Que es la velocidad de la bala antes del impacto.
5.6 Coeficiente de restitucion

Para cualquier colisién entre dos cuerpos en la se mueven a lo largo de una linea recta, el coeficiente
de restitucion e se define como:

m
vo =287.49 —
S

V=V
e =2 56
Vo, Vo,

Donde: v,, Yy vo, son las velocidades iniciales y v, y v, son las velocidades finales de los cuerpos.
Para una colision perfectamente elastica e = 1, para una colision inelastica e < 1 y para una colisién
perfectamente inelastica e = 0. En una colisién perfectamente inelastica, los cuerpos permanecen
unidos después de la colision. Esto sucede con la bala que impacta al bloque de madera.
Observaciones experimentales muestran que la mayoria de los cuerpos duros son altamente
resilientes, mientras que los cuerpos blandos son menos resilientes y rebotan menos. La resiliencia se
define como la capacidad de un cuerpo a sufrir una compresion o rapida deformacion, sin que se
deforme permanentemente. El vigor con el cual el cuerpo se restablece a su antigua forma después de
una deformacion es llamado restitucion.

Para encontrar experimentalmente el coeficiente de restitucién, se deja caer un cuerpo esférico sobre
un cuerpo duro como el metal. Conociendo la altura a la cual se deja caer el objeto y la altura a la que
rebota, podemos calcular el coeficiente de restitucion por medio de la siguiente ecuacion:

Donde: h es la altura a la que rebota la esfera y H es la altura desde la que se deja caer.

El coeficiente de restitucion no puede ser mayor que uno ya que no se ha observado que una esfera
no rebota a una altura mayor que la altura a la cual se deja caer. Si este fuera el caso entonces se
estaria liberando energia en cada rebote, la cual se reflejaria en un rebote cada vez mayor hasta que
se termine de liberar la energia almacenada. De igual forma, el coeficiente de restitucion no puede ser
menor que cero.

Ejemplo 5.7

Se deja caer una pelota desde una altura H y se observa que rebota hasta una altura de h = 0.7 H.
Calcule el coeficiente de restitucion entre la pelota y el piso donde rebota.

Solucion:

Utilizando la ecuacién 5.7, se tiene:
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’h ,0.7 H
= 2= |22 = V07 = 08366
e H H

Observe que para un rebote del 70%, el coeficiente de restitucion es igual a e = 0.8366.

Para un coeficiente de restitucion igual a 1, la energia cinética del sistema de cuerpos que colisionan,
se conserva. Por lo que es equivalente decir que si el coeficiente de restitucion es igual a uno entonces
la energia cinética de ambos cuerpos se conserva o si la energia cinética de un sistema de dos cuerpos
se conserva, entonces el coeficiente de restitucion entre estos dos cuerpos es igual a uno.

Como el coeficiente de restitucion es igual a uno, entonces la energia cinética de ambos cuerpos que
colisionan se conserva. Por consecuencia, utilizando la ecuacion 5.6, se tiene:

V=1
e=—-—=1
1701 — 1702
Despejando v,
UZ = Uol - UOZ + Ul 58

Sustituyéndola en la ecuacion 5.4, se tiene:
my Vo, +my vy, =my vy +my (Vo, — Vo, + V1)

Al despejar v,, obtenemos:
_ v, (mg—my)+2myv,,

v, = 5.9
m1+m2
Finalmente, sustituyendo la ecuacion 5.6 en la ecuacion 5.5, obtenemos:
Vo, (My—mq)+2m v
‘U2 — 02( 2 1) 1Y04 5'10

mi+m,
Ejemplo 5.8
Supongamos que dos pelotas de 0.1 kgde masa chocan de frente. La velocidad inicial de una pelota
esigualawv, =1 % y la velocidad inicial de la segunda pelota es de v,, = —2 % (el signo indica que

se mueve en sentido contrario a la primera pelota). Si el choque es perfectamente elastico, ¢ cual es la
velocidad final de cada pelota?
Solucion:
Como el choque es perfectamente elastico, utilizaremos las ecuaciones 5.9 y 5.10 para calcular las
velocidades finales de las pelotas.

(1 ?) (0.1 kg — 0.1 kg) + 2 (0.1 kg) (—2 %)

v, = =_2
1 2m S

(-2 2) 01 kg-01kg)+2 (0.1 kg) (1) m

Uy, =

2m S
Observamos que cada pelota le transmite la velocidad que lleva la otra, debido a que el coeficiente de
restitucion es igual a uno.

Ejemplo 5.9
Supongamos que una pelota de 0.2 kg de masa se mueve con una velocidad de v, = 12 %y choca

de frente con otra pelota de 0.1 kgde masa que lleva una velocidad de v,, = —24 % (el signo indica

gue se mueve en sentido contrario a la primer pelota). Si el choque es perfectamente eléstico, calcule
la velocidad final de cada pelota.
Solucion:
Como el choque es perfectamente elastico, utilizaremos las ecuaciones 5.9 y 5.10 para calcular las
velocidades finales de las pelotas.

(12 %) (0.2 kg — 0.1 kg) + 2 (0.1 kg) (—24 %)

= =12 —
1 0.2 kg + 0.1 kg s
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(—24 5) 01 kg—02kg) +2 (02 kg) (12 ) Ly

0.2 kg +0.1 kg ST s

Observamos que ambas pelotas se mueven con la misma velocidad pero en sentido contrario después
de la colisién. Para comprobar que la energia cinética de las dos pelotas es la misma antes y después
de la colisién, sustituyamos estos valores en la ecuacién para la energia cinética.

1

—my V& +=m, v& =-m, v? +1m2 v?
2 12 22 2

v2=

Es decir:
%(0.2 kg) (12 m/s)? +%(0.1 kg) (—24 m/s)? = %(0.2 kg) (—12 m/s)? +%(0.1 kg) (24 m/s)?

Por lo que:

432 ] =432]
Por lo que ambas cantidades son iguales ya que cualquier valor negativo elevado al cuadrado se
convierte en positivo. Asi, la energia cinética se conserva porque el choque es completamente elastico.
Consideremos ahora una colisién inelastica (0 < e < 1). El valor del coeficiente de restitucion se
encuentra entre cero y uno. Para conocer las velocidades finales de los cuerpos después de una
colision frontal, utilizamos la ecuacién 5.6 y despejamos la velocidad v,, es decir:

v, =e (Uol - v02) + v 5.11
Y la sustituimos en la ecuacion 5.4
my Vo, + My Vo, =My V3 + M, (e(vo1 — 1702) + vl) 5.12
Al despejar v,, obtenemos:
vy = my vo,+my vo,—my e (Vo, —Vo,) 513

m1+m2
Finalmente, sustituyendo la ecuacién 5.10 en la ecuacién 5.8, obtenemos:
mqVg, +my, Vg, +mq € (Vg —V
v, = 1V, T1M3 Vo, +1My ( 01 02) 5.14
my+m,
Podemos ver que si el valor del coeficiente de restitucion en la ecuaciéon 5.11 es igual a 1, obtenemos
las ecuaciones 5.9y 5.10.

Ejemplo 5.10
Supongamos que una pelota de 0.2 kg de masa se mueve con una velocidad de v, = 12 % y choca

de frente con otra pelota de 0.1 kgde masa que lleva una velocidad de v,, = —24 % (el signo indica

gue se mueve en sentido contrario a la primer pelota). Si el coeficiente de restitucion entre ambas
pelotas es e = 0.5, calcule las velocidades de ambas pelotas después de la colision.

Solucion:

Como la colision es inelastica, utilizaremos las ecuaciones 5.13 y 5.14 para calcular las velocidades
finales de las pelotas.

_(02kg) (12 B) + (01 kg) (-24 Z) - (0.1 kg)(0.5) (12 = (24 %))

V= 02 kg+0.1kg - s
Y
m m m n
2kg) (12 §)+ 01 k) (-2 B) + 02 k)05) (12 T (24 F)) m
V2 = 02 kg+0.1kg - §

Vemos que ambas pelotas se mueven en sentido contrario al que se movian antes de la colisién y con
una velocidad menor debido a que el coeficiente de restitucion es menor que 1.
Calculemos la energia cinética de las pelotas antes y después de la colision.

1 1

1 1
5 v, + 3 M2 v, = 5(0'2 kg)(12 m/s)? + 5(0.1 kg)(—24 m/s)? =43.2 ]
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1 2 1 2 1 2 1 2
Eml vy +Em2 vy = 5(0.2 kg)(—6 m/s) +§(0.1 kg)(12 m/s)> =10.8]
Observamos que son diferentes debido a que el coeficiente de restitucion es menor que 1. Entonces,

¢en doénde queda la energia que se perdid? En la deformacion que sufren las pelotas. No toda la
energia que reciben la devuelven integramente, aumentando imperceptiblemente su temperatura.
Ejemplo 5.11

Supongamos ahora que una pelota de 0.2 kg de masa se mueve con una velocidad de v, = 12 o y
1 s

choca de frente con otra pelota de 0.1 kgde masa que lleva una velocidad de v,, = —24 % (el signo

indica que se mueve en sentido contrario a la primer pelota). Si el coeficiente de restitucion entre ambas
pelotas es e = 0.1, calcule las velocidades ambas pelotas después de la colision.

Solucion:

Como la colisién es inelastica, utilizaremos las ecuaciones 5.13 y 5.14 para calcular las velocidades
finales de las pelotas.

(0.2 kg) (12 ) + (01 kg) (—24 ) = (0.1 kg)(0.1) (12 = (24 %)) .
1= 0.2 kg + 0.1 kg =035
Y
(0.2 kg) (12 ) + (01 kg) (—24 Z) + (0.2 kg)(0.5) (12 = (-24 %)) .
vz = 0.2 kg + 0.1 kg =243

Vemos que ambas pelotas se mueven en sentido contrario al que se movian antes de la colisién y con
una velocidad menor debido a que el coeficiente de restitucion es menor que 1. También observamos
que las velocidades finales para este caso son menores en comparacion con las velocidades finales
del ejemplo anterior.

Calculemos la energia cinética de las pelotas antes de la colision y después de la colision.

1,01, 1 , 1
2™ VG, +5my Vo, = 5(0.2 kg)(12 m/s) +§(0'1 kg)(—24 m/s)* = 43.2 ]
1,1 1 1

S Vi +omy v; = 5(0.2 kg)(—0.3 m/s)? +§(0.1 kg)(2.4 m/s)? = 0.297 ]

Observamos que son diferentes debido a que el coeficiente de restitucién es menor que 1. También
observamos que la energia cinética final de las pelotas para este ejemplo, es menor que la energia
cinética final del ejemplo anterior, debido a que el coeficiente de restitucion es menor.

Si la colisién es perfectamente inelastica, entonces el coeficiente de restitucion es igual a cero, lo que
implica que los cuerpos se mantengan unidos después de la colision. Para aclarar un poco mas esta
situacion, hagamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.12

Supongamos ahora que un cuerpo de 0.2 kg de masa se mueve con una velocidad de v, =12 =y
1 s

choca de frente con otro cuerpo de 0.1 kgde masa que lleva una velocidad de v,, = —24 ? (el signo

indica que se mueve en sentido contrario a la primer pelota). Si el coeficiente de restitucion entre ambos
cuerpos es e = 0, calcule la velocidad de los cuerpos después de la colisién.

Solucion:

Como la colisién es perfectamente inelastica, utilizaremos las ecuaciones 5.13 y 5.14 para calcular las
velocidades finales de las pelotas.

0.2 kg) (12 %) + (0.1 kg) (—24 %) — (0.1 kg)(0) (12 =- (—24 %))
e 0.2 kg + 0.1 kg =05
Y
02 kg) (12 ) + 01 ko) (-2 T) + 02 k(@ (12 B- (-24 T))
2= 0.2 kg + 0.1 kg =05
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Vemos que ambos cuerpos quedan unidos por ser una colision perfectamente inelastica y que su
velocidad es igual a cero.
Calculemos la energia cinética de los cuerpos antes y después de la colision. Para antes de la colision,
se tiene:

1

1 1 1
5 vg, + 7 M2 v, = 5(0'2 kg)(12 m/s)? + 5(0'1 kg)(—24 m/s)? = 43.2 ]

Y para después de la misma:

1 2 1 2 1 2 1 2
Eml Iz +§m2 vy = 5(0.2 kg)(0) +E(0'1 kg)(0)-=0]
Observamos que son diferentes debido a que el coeficiente de restitucién es igual a cero. También

observamos que la energia cinética final de los cuerpos para este ejemplo, es menor que la energia
cinética final de los ejemplos anteriores, debido a que el coeficiente de restitucion es menor. La energia
cinética se perdio en la deformacion de los cuerpos.

Ejemplo 5.13

Supongamos ahora que un cuerpo de m; = 0.5 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de

vy, = —24 %y choca de frente con otro cuerpo de m, = 1.0 kg de masa. Después de la colision este

1

cuerpo adquiere una velocidad de v, = —10 % Si el coeficiente de restitucién entre ambos cuerpos es

e = 0.5, calcule la velocidad final del primer cuerpo y la velocidad inicial del segundo cuerpo.
Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos la velocidad v,,, es decir:

_evy, —Vt

1702 = o

Y la sustituimos en la ecuacion 5.4
e vy, —Vp+ Vg

mlvol‘l'mz( e )=m1171+m2172
Al despejar v,, obtenemos:
m, v, (1+e) —vy. e (my+m,)
v = —— o 5.15
my—e mq
Finalmente, sustituyendo la ecuacion 5.15 en la ecuacién 5.8, obtenemos:
mq UVp—mq v, 1+e)+m, v
Vo, = 1 V2 1 01( ) 2 V2 5.16

2 my—e my

Sustituyendo los valores del problema en las ecuaciones anteriores, tenemos:
(1.0 kg) (—10 %) (1+0.5) — (—24 %) (0.5) (0.5 kg + 1.0 kg)

4 m
V1 1.0 kg — (0.5) (0.5 kg) S
Y
05 kg) (—10 ) = (0.5 kg) (-24 ) (1 + 0.5) + (1.0 kg) (-10 2
- 9)(-10 5) - 05 k) (=24 T)1+09)+ M0 kg)(-10 F)  m
2 1.0 kg — (0.5) (0.5 kg) s

En consecuencia, la velocidad final del primer cuerpo es de v, = 4 % y la velocidad inicial del segundo

cuerpo es de vy, = 4 % por lo que ambos cuerpos se van a mover en sentido contrario a la direccién

en la que se movian antes de la colision.
Ejemplo 5.14
Resolvamos el ejemplo anterior suponiendo que la colisién es completamente inelastica.
Solucion:
Como la colision es inelastica, el coeficiente de restitucién es igual a cero (e = 0). Sustituyendo los
valores del problema anterior en las ecuaciones 5.12 y 5.13, se tiene:
(1.0 kg) (=10 T) (1 +0) — (=24 &) (0) (0.5 kg + 1.0 kg) m
= =-10

1.0 kg — (0) (0.5 kg) s

%1
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_ 05 ko) (=10 T) - 05 k) (-24 T) 1+ 0+ W0k (10 F)  m

2 1.0 kg — (0) (0.5 kg) s

Vemos que la velocidad final del primer cuerpo es igual a la velocidad final del segundo cuerpo. Esto
era de esperarse ya que, por ser una colision inelastica, los cuerpos quedan unidos después de la
colision.

Ejemplo 5.15

Resolvamos el ejemplo anterior suponiendo que la colisién es perfectamente elastica.

Solucion:

Como la colision es perfectamente elastica, el coeficiente de restitucion es igual a uno (e = 1).
Sustituyendo los valores del problema anterior en las ecuaciones 5.15 y 5.16, se tiene:

(10 kg) (—10 %) 1+1) — (—24 %) (1) (05 kg +10 kg)
B 1.0 kg — (1) (0.5 kg) -

Vo

32

m
V1 -
S

(0.5 kg) (—10 m) — (0.5 kg) (—24 m) (1+1) + (1.0 kg) (—10 m) m

_ N N s/ _ 18 —

2 1.0 kg — (1) (0.5 kg) s
En consecuencia, la velocidad final del primer cuerpo es de v; = 32 ?y la velocidad inicial del segundo

Vo

m . . . .,
cuerpo es de v,, = 18 < por lo que ambos cuerpos se van a mover en sentido contrario a la direccion
en la que se movian antes de la colision. Si calcularamos la energia cinética inicial y final del sistema,
veriamos que ambas cantidades serian iguales ya que en una colisién elastica la energia cinética del
sistema se conserva. Para este caso la energia total del sistema es igual a E. = 306
Ejemplo 5.16
Supongamos ahora que un cuerpo de m; = 1.5 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de
Vo, = 10 <Y choca de frente contra otro cuerpo de m, = 1.0 kg de masa con una velocidad inicial de

Vo, = —5 % Después de la colision este cuerpo adquiere una velocidad de v, = 10 % Calcule la

velocidad final del primer cuerpo y el coeficiente de restitucion.
Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos la velocidad v,, es decir:
vy = v, —e(vo, — vo,)
Y la sustituimos en la ecuacion 5.4
my vy, + My vy =my (vz —e(vo, — Uoz)) +my, v,
Al despejar e, obtenemos:
- + -
e = m1(1’2 Vol) mz(”z 1702) 517
ml(vol_voz)

Finalmente, sustituyendo la ecuacién 5.17 en la ecuacién para v,, obtenemos:
_my vg, +my(vo, ;)
v =
my(vo,—vo,)
Sustituyendo los valores del problema, se tiene que:

(5 kg) (10 = =10 %) + (1.0 kg) (10 =- (_5 m))

S
T 15 kg)(m m_(-s %))

5.18

= 0.67
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_ (5 kg) (10 2)+ 10 kg) (-5 T 10 %)

(1.5 kg) (10 m_ (s %)) =0

%1

Ejemplo 5.17
Supongamos ahora que un cuerpo se mueve con una velocidad inicial de v,, = 10 ?y choca de frente

contra otro cuerpo de m, = 1.0 kg de masa con una velocidad inicial de vy, = —15 % Después de la
colisién el primer cuerpo adquiere una velocidad de v; = —5 % Si el coeficiente de restitucion es e =

0.5, calcule la velocidad final del segundo cuerpo y la masa del primer cuerpo.
Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos la velocidad v,, es decir:
Vv, = v+ e(vo1 — Voz)
Y la sustituimos en la ecuacion 5.4
my Vo, + My vy, =my vy +my (vl +e(vo, — voz))

Al despejar m,, obtenemos:

my(vi+e vo., —vy, (1+e)

my = 2(oate vo, v, (14) 5.19
1.701—171

Sustituyendo los valores correspondientes con el problema, obtenemos:

vy = =5 ?+ (0.5) (10 ?— (—15 ?)) =75 ?
Y
G ool Y- (15 Bares)
(10 (-5 ?))
Ejemplo 5.18

Supongamos ahora que un cuerpo de m; = 2.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de
vy, =8 <Y choca de frente contra otro cuerpo de m, = 1.0 kg de masa con una velocidad inicial de

Vg, = —15 % Después de la colision el primer cuerpo adquiere una velocidad de v; = —5 % Calcule

la velocidad final del segundo cuerpo y el coeficiente de restitucion.
Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos la velocidad v,, es decir:
vy =1 +e(vo, — vp,)
Y la sustituimos en la ecuacion 5.4
my Vg, + m, Vg, =My Vg + m, (v1 + e(vo1 - 1702))
Al despejar e, obtenemos:
o= ml(vol—v1)+m2(v02—v1) 5.20
mz(”ol—voz)

Despejando v, de la ecuacion 5.4, tenemos:

_ myq (vo,—v1)+m; vy,

v, = 5.21

ms

Sustituyendo los valores correspondientes con el problema, se tiene:
m m m m

(1o 5) (s §-(-15 7))

= 0.695
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(2.0 kg) (8 %— (—5 %)) + (1.0 kg) (—15 %) m
v = 1.0 kg -y

En consecuencia, el coeficiente de restitucion e se encuentra entre cero y uno y la velocidad final del
segundo cuerpo es de v, =11 ? Si calculdramos la energia cinética inicial y final del sistema,
veriamos que ambas cantidades serian diferentes ya que en una colision inelastica la energia cinética
del sistema no se conserva.

Ejemplo 5.19

Supongamos ahora que un cuerpo se mueve con una velocidad inicial de vy, =5 ?y choca de frente

contra otro cuerpo de m, = 3.0 kg de masa con una velocidad inicial de vy, = —15 % Después de la
colisién el primer cuerpo adquiere una velocidad de v; = —10 ? y el segundo cuerpo adquiere una

velocidad de v, = 5 2. Calcule la masa del primer cuerpo y el coeficiente de restitucion.
2 S

Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos el coeficiente de restituciéon e, es decir:

UV, — V1
e = ——
U01 — 1702
Y utilizando la ecuacién 5.4
m Vo=V
m, = m; (v2-vo,) 5.22

Vol—Vl
Sustituyendo los valores correspondientes con el problema, se tiene:

S0

TLom m
ST (15
m m
3 kg) (5 = (-15 ?))
ml =
55— (-105)
En consecuencia, el coeficiente de restitucion se encuentra entre cero y uno, lo cual no es una colisién

ni completamente inelastica ni completamente elastica. Como no es igual a uno el coeficiente de
restitucion, la energia cinética del sistema no se conserva.

= 0.75

=4 kg

Ejemplo 5.20
Supongamos ahora que un cuerpo de m; = 4.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de
vy, =8 %y choca de frente contra otro cuerpo que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —15 ?

Después de la colision el primer cuerpo adquiere una velocidad de v; = —10 % Si el coeficiente de
restitucion es igual a e = 0.4, calcule la velocidad final y masa del segundo cuerpo.
Solucion:
Utilizamos la ecuacion 5.6 y despejamos la velocidad final del segundo cuerpo, es decir:

vy =1 +e (v, — vy,)
Y utilizando la ecuacién 5.4

m, = my (v1-vo,)
v, (1+e)—vi—e vo,

Sustituyendo los valores correspondientes con el problema, se tiene:

m m m m
v, = =10 — + (0.4) (8 — - (—15 —)) =-08 —
S S S S

5.23

B (4.0 kg) (—10 =38 %) o
e (-5 ) a+on-(-10 ) -a(8 T) g
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En consecuencia, la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = —0.8 ? y Su masa es de m, =

5.07 kg. La direccion con la que se mueve el segundo cuerpo después de la colision es la misma que
la direccién que lleva el cuerpo antes de la colision. No sucede lo mismo con el primer cuerpo, ya que
cambia de direccion después de la colision.

Ejemplo 5.21

Calcular las velocidades después de la colision de dos cuerpos de masas m; y m, si una de ellas
estaba en reposo antes de la colision.

Solucion:
Al utilizar la ecuacion 5.4 vemos que se simplifica de la siguiente forma:

my Vo, =my vy +my v, 5.24
Y

1 2 1 2,1 2

SV, = SMavi +ompv; 5.25

Despejando v, en la primera ecuacion y sustituyéndola en la segunda, obtenemos:

1 1 1 m 2
2 _ 2 1
Emlv% = Zmlvl + Zmz [ : (vo1 — vl)]

Es decir:
may(vo, = v1) (v, +v1) = my(vo, — v1)(vo, — v1)
Finalmente, se tiene:

my _ (vo, —v1)(vo, +v1) _ (vo, +71)

my (v, —v1)(vo, —v1)  (vo, — 1)

Por lo que:

my _ (o 4v1) 5.26

m, (vol—vl)

Este resultado nos indica que la velocidad inicial y final del primer cuerpo esté en funcién de las
masas de los cuerpos. Si ambas masas fueran iguales, la ecuacion 5.26 se convertiria en:

(vo, +v1) = (vo, — 1)
Por lo que:
v, =0
El resultado anterior nos indica que la velocidad del primer cuerpo seria igual a cero después de la
colision y toda esa velocidad se la transmitiria al segundo cuerpo, ya que al utilizar la ecuacion 5.20
veriamos que:
Vo, =V
En este caso los cuerpos intercambian velocidades y energias cinéticas.
Ejemplo 5.22
Calcule las velocidades finales de ambos cuerpos, considerando que la masa del primer cuerpo fuese
mayor que la masa del segundo cuerpo.
Solucion:
Si la masa del primer cuerpo es mayor que la masa del segundo cuerpo, entonces el cociente de m,
entre m, se puede escribir como:
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kmzzk_(v01+v1)

m; - (vo, — 1)

Conm;=km,yk=>1

Por lo que la velocidad final del primer cuerpo es igual a:

_ (k=D
= Vo, 1 5.27

Si hacemos crecer mucho el valor de k, lo que equivale a que la masa m, fuese mucho mayor que m,,
tendriamos lo siguiente:

%1

Vo, = V1

Este resultado nos indica que la velocidad final del primer cuerpo, al chocar contra otro cuya masa es
mucho menor, es practicamente igual a la velocidad que tenia antes de la colision. No modifica su
velocidad al chocar contra un cuerpo que tiene una masa mucho menor.

Para conocer la velocidad final del segundo cuerpo, sustituyamos la ecuacion 5.27 en la ecuacion 5.24,
es decir:

(k—1)
mq U01=m1 Uolm +m2 (%]
Despejando v,, tenemos:
2k
vy = Vg, [(k+1) 5.28

Si hacemos crecer mucho el valor de k, lo que equivale a que la masa m, fuese mucho mayor que m,,
tendriamos lo siguiente:
Uz = 27]01

O sea que la velocidad del cuerpo mucho mas pequefio es el doble de la velocidad del cuerpo mucho
mas grande después de la colision.

Ejemplo 5.23

Calcule las velocidades finales de ambos cuerpos, considerando que la masa del primer cuerpo fuese
menor que la masa del segundo cuerpo.

Solucion:

Si la masa del primer cuerpo fuese menor que la masa del segundo cuerpo, entonces el cociente de
my entre m, se puede escribir como:

my _1_ (vo, + 1)
k m, k (v01 — vl)

Conm,=kmyk=1

Por lo que la velocidad final del primer cuerpo es igual a:

_ 4=k
= Vo, G 5.29

Si hacemos crecer mucho el valor de k, lo que equivale a que la masa m, fuese mucho mayor que m,,
tendriamos lo siguiente:

%1

Vo, = ~W1
Este resultado nos indica que la velocidad final del primer cuerpo, al chocar contra otro cuya masa es
mucho mayor, es igual sélo que en direccidn contraria. Es decir, rebota con la misma velocidad.
Para conocer la velocidad final del segundo cuerpo, sustituyamos la ecuacion 5.29 en la ecuacion 5.24,
es decir:
(1—-k)

w | t™ V2

ml v01 =m1 [v
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Despejando v,, tenemos:
UZ = Uol I:UCL'FD] 530
Si hacemos crecer mucho el valor de k, lo que equivale a que la masa m, fuese mucho mayor que
my, tendriamos lo siguiente:v, = 0
O sea que la velocidad del cuerpo con masa mucho mas grande seria igual a cero. Practicamente no
se moveria el cuerpo de mucha mayor masa, permaneceria en reposo.
5.7 ¢Cuanto tarda una pelota en dejar de botar?
Alguna vez se ha preguntado ¢ cuénto tiempo tarda una pelota en dejar de botar al ser soltada desde
una cierta altura? La solucién a esta interrogante involucra los temas de caida libre y colisiones
elasticas, lo que incluye los conceptos de velocidad, aceleracion de la gravedad y coeficiente de
restitucion. Asi, la velocidad con la que rebotara la pelota dependeréa del valor de la velocidad con la
gue llegue al suelo y del coeficiente de restitucién entre la superficie y la pelota. En una colision
perfectamente inelastica el coeficiente de restitucién serd igual a cero y la pelota se quedara adherida
al suelo después del primer rebote. En una colision perfectamente elastica, el coeficiente de restitucion
sera igual a uno, por lo que la pelota rebotard con la misma velocidad con la que llegue al suelo,
siguiendo este movimiento indefinidamente. Si el coeficiente de restitucion se encuentra entre cero y
uno, que es la mayor parte de las colisiones, la velocidad de la pelota ir4 disminuyendo en cada rebote
hasta que se detenga. De esta forma, el tiempo que tarde la pelota en dejar de botar sera igual a la
suma de los tiempos que tarda la pelota en cada rebote. Esta suma corresponde a una suma infinita,
la cual esté identificada con una expresion particular. En este trabajo se deduce tal expresion.
De muchos es conocido que el tiempo que tarda un objeto en caer desde una cierta altura, es un
problema que ha sido resuelto desde hace mucho tiempo. De hecho, este tipo de movimientos estan
clasificados dentro de lo que se conoce como movimiento uniformemente acelerado o movimiento en
una dimension con aceleraciéon constante, en donde el cuerpo se mueve en linea recta y con
aceleracion constante, es decir, la velocidad cambia uniformemente para iguales intervalos de tiempo.
En el caso de cuerpos que se muevan bajo la accion de la gravedad de la tierra, el valor de la magnitud
de la aceleracion con la que se moveran los cuerpos en caida libre es de a = g = 9.81 m/s?. En
consecuencia, el tiempo que tarda en llegar al suelo un objeto que se ha soltado desde una cierta altura,
esigual a:
ty = % 5.31
Donde v, es la magnitud de la velocidad del objeto justo antes de llegar el suelo; g es la magnitud de
la aceleracion de la gravedad y ¢, es el tiempo que tarda el objeto en llegar al suelo. Si el objeto es una
pelota con un coeficiente de restitucion e entre ella y el piso, y ademas la colision es unidimensional,
entonces la magnitud de la velocidad con la que rebotara sera igual a [4]:
vy =e v, 5.32
Donde v, es la magnitud de la velocidad del objeto antes del rebote y v, es la magnitud de la velocidad
después del mismo. Por lo tanto, el tiempo que tardarda la pelota en llegar de nuevo al piso sera igual
a:

t,=22=2e 2 5.33
- - - - g 7 g ye
Para el tercer movimiento, se tiene que el tiempo que tardara en llegar de nuevo al suelo sera de:
t,=2 2=2¢ 2=2¢2 2 5.34
g g g

En consecuencia, el tiempo que tardara la pelota en dejar de botar es igual a la suma infinita de los
tiempos que utilice en cada rebote, es decir:

trotar = to + 1+t + - 535
Lo que equivale a: ) ) ) )
ttota1=;0+2€;0+26’2 EO+263 ;O-l—-.. 536
Al factorizar, se tiene:
ttotal =%(1+e+ez+e3+--. _%0 537

La suma que se encuentra entre paréntesis es una serie infinita convergente para e < 1y esta
identificada con la siguiente igualdad [5]:
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l+ete+ed+-=Xrjel=— 5.38

1-e
Por lo que la ecuacion 7 toma la forma siguiente:

_ 2 Vo 1 Vo
ttotal = e [E] r 5.39
Como generalmente es dificil conocer la velocidad v, con la que llega la pelota al suelo en el primer
rebote, creemos conveniente expresar la ecuacion anterior en funcion de la altura a la que se deja caer

el cuerpo, es decir:

bt = 2 (22 [12] - (22)° 5.40
Donde:
vy = (Zgho)% 5.41

con h igual a la altura a la que se suelta la pelota. Para calcular experimentalmente el coeficiente de
restitucion, se deja caer la pelota desde una altura determinada y se mide la altura a la que llega
después del primer bote. Con este par de datos se puede calcular este coeficiente con solo sustituir en
la siguiente ecuacion [6]:

e="= [ﬂ]% 5.42

Vo ho
Donde v, es la velocidad con la que llega la pelota al suelo y v, es la velocidad de la pelota después
del rebote; h, es la altura desde la que es soltada la pelota y h; es la altura a la que llega la pelota
después del rebote. Asi, el coeficiente resultante es una propiedad conjunta de la pelota y de | superficie
de rebote. En esta expresion estamos suponiendo que la masa de la superficie en la que rebota la
pelota es muy grande debido a que se encuentra fija sobre la superficie terrestre. En consecuencia, la
velocidad de la superficie en la que golpea la pelota no cambia después de la colision.
Con las ecuaciones 10 y 12 es posible calcular tedricamente el tiempo que tarda una pelota en dejar
de botar al ser soltada desde una altura h,,.
En esta deduccion estamos suponiendo que el coeficiente de restitucion es independiente de la
velocidad con la que se lleva a cabo la colision entre la pelota y el suelo. Sin embargo, esta hipétesis
no es del todo verdadera, ya que se ha notado que el coeficiente de restitucion varia en funcion de la
altura desde la cual es soltada. Este trabajo no tiene por objetivo deducir esta dependencia.
En la ecuacién 10 observamos que si el coeficiente de restitucion es igual a cero, la pelota no rebotaria,
guedando pegada al suelo. En este caso el tiempo total se simplificaria a:
1

ttotal = (25#)E 5.43

Por otra parte, si el coeficiente de restitucion es igual a 1, al sustituir en la ecuacién 7 se observara que
el tiempo total tendera a un valor infinito, es decir:

trotal = [%(1+1+12+13+---)_1;T°]_>00 544

Que corresponde al tiempo que tarda una pelota que siempre rebota hasta la misma altura.

A pesar de que la suma de los tiempos que tarda una pelota en cada rebote es infinita, el resultado
converge a un valor determinado que corresponde con el tiempo total del movimiento.

5.8 Colisiones en dos dimensiones

En la seccién anterior, analizamos el comportamiento de las colisiones en una dimensién. Las
colisiones en una dimension son aquellas en las cuales se llevan a cabo en una linea recta. En esta
seccidn analizaremos aquellas colisiones en las cuales se llevan a cabo en un plano. Es decir, aquellas
colisiones en las cuales los cuerpos se desplazan en dos dimensiones. Para describir las colisiones en
un plano, es necesario describirlos por medio de dos coordenadas. Si queremos describir las colisiones
en un plano cartesiano, las velocidades de los cuerpos que colisionan deben ser dos: una en la
direccion del eje de las abscisas y la otra en la direccion del eje de las ordenadas. De esta forma, las
ecuaciones para el momento lineal en cada una de las direcciones, son las siguientes:

my vy, €os By, + myvy, cos By, = myv, cos 61 + myv, cos 6, 5.45
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my vy, senoby, + myvy,senoy, = myvisenod; + myv,senod, 5.46

Donde: m; y m, son las masas de los cuerpos que colisionan, v,, Yy v,, son las velocidades iniciales,
8o, Y 8o, son las direcciones del movimiento de los cuerpos antes de la colision, v; y v, son las
velocidades de los cuerpos después de la colisiébn y 6, y 6, son las direcciones del movimiento de los
cuerpos después de la colision.

De las ecuaciones 5.45 y 5.46 vemos que en cada direccion se debe conservar la cantidad de
movimiento. El nimero de variables que intervienen en una colisién bidimensional de dos cuerpos es
de 10. Por ello es necesario conocer 8 de ellas para que pueda ser resuelto un problema ya que sélo
existen dos ecuaciones. De hecho es necesario que se conozcan al menos tres de las cuatro
direcciones que intervienen en la colisién debido a que si se conocen s6lo dos de ellas, es muy dificil
conocer las otras dos restantes.

Ejemplo 5.24

Un automovil de m; = 1 500 kg de masa que se dirige hacia el norte a vy, = 20 % choca contra otro

automovil de m, = 2 000 kg de masa que viaja hacia el oeste a vy, = 15 % Si después de la colision

los automdviles permanecen pegados, ¢,con qué velocidad y en qué direccion se desplazaran?
Solucion:

La direccion inicial del primer automovil es 6, = 90° y la del segundo es de 6,, = 180° por dirigirse al
oeste. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 5.45 y 5.46, se tiene:

m m
(1 500 kg) (20 ;) (cos90°) + (2 000 kg) (15 ?) (cos 180°) = (3 500 kg) v cos 6

Y
m m
(1 500 kg) (20 ?) (seno 90°) + (2 000 kg) (15 ?) (seno 180°) = (3 500 kg) v seno @
Es decir:
m
0—30--000 kg 5= (3500 kg) v cos 6
Y

m
30 000 kg ?+ 0 = (3 500 kg) v senof
Dividiendo ambas ecuaciones, se tiene:

tanf = —1
Por lo que:
6 = 135°
La direccion en la que se moveran los automoviles es noroeste.

Sustituyendo esta direccion en cualquiera de las dos ecuaciones, se tiene que la velocidad con la que
se moveran los automdviles es igual a:

~30 000 kg m
= =1212 —
Y= 3500 kg) cos(1359) s
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Problema 5.22
Un camion de m; = 7 500 kg de masa que viaja a una velocidad de vy, =5 % hacia el este, choca

contra un automovil de m, =1 500 kg de masa que se mueve con una velocidad de v,, = 20 ?

siguiendo una direccion de 6,, = 30° suroeste. Después de la colisién los dos vehiculos quedan
unidos. ¢,Con qué velocidad y en qué direccion se moveran los vehiculos después del impacto?
Solucion:

La direccion inicial del primer automovil es 6, = 0° y la del segundo es de 6o, = 210° por dirigirse al

suroeste. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 5.20 y 5.21, se tiene:

m m
(7 500 kg) (5 ?) (cos 0°) + (1 500 kg) (20 ?) (cos 210°) = (9 000 kg) v cos @

Y
m m
(7 500 kg) (5 ?) (seno 0°) + (1 500 kg) (20 ?) (seno 210°) = (9 000 kg) v seno 6
Es decir:
m
11 519.24 kg 5= (9 000 kg) v cos 6
Y

m
—15 000 kg 5= (9 000 kg) v seno 6
Dividiendo ambas ecuaciones, se tiene:

tan6 = —1.30
Por lo que:

0 = —52.48°
La direccion en la que se moveran los automoviles es sureste.

Sustituyendo esta direccion en cualquiera de las dos ecuaciones, se tiene que la velocidad con la que
se moveran los automéviles es igual a:

11519.24 kg =

m
V=19 000 kg) cos(— 52.489) s
Equivalentemente
~15 000 kg 2 m
v= S =210 —
(9 000 kg) seno (—52.480) s

Problema 5.23
Una bola de m; = 0.8 kg de masa que viaja a una velocidad de v,, = 0.3 % hacia el este, choca contra

otra bola de m, = 0.5 kg de masa que se mueve con una velocidad de v,, = 0.5 % hacia el oeste.
Después de la colision la primera bola se mueve con una velocidad de v; = 0.15 ? con una direccion

149



de 6, = 30° sureste. ¢ Cual es la velocidad y direccion final de la segunda bola?

Solucion:

La direccién inicial de la primera bola es 6,, = 0° y la de la segunda bola es de 6,, = 180° por dirigirse
al oeste. Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 5.20 y 5.21, se tiene:

(08 kg) (03 ?) (cos 0°) + (0.5 kg) (05 ?) (cos 180°) =

(0.8 kg) (0.3 ?) (cos 330°) + (0.5 kg) v, (cos 65)

Y
m m
(0.8 kg) (0.3 —) (seno 0°) + (0.5 kg) (0.5 —) (seno 180°) =
s s
(0.8 kg) (0.3 ?) (seno 330°) + (0.5 kg) v, (seno 6,)
Es decir:
m
—0.217 kg 5= (0.5 kg) v, cos 0,
Y

m
0.12 kg i (0.5 kg) v, seno 6,
Dividiendo ambas ecuaciones, se tiene:

tan @, = —0.553
Por lo que:
6 = 151.06°

La direccion en la que se moveran los automaviles es sureste.
Sustituyendo esta direccion en cualquiera de las dos ecuaciones, se tiene que la velocidad con la que
se moveran los automéviles es igual a:

~0.217 kg & m
Y2 =05 kg) cos(151.06°) s
Equivalentemente
0.12 kg = m
= = 0.4959 —
v (0.5 kg) seno (151.06%) s

Problema 5.24
Una bola de masa m; moviéndose con una velocidad inicial v, , choca contra otro cuerpo de masa m,

que se encuentra en reposo (v,, = 0). Después de la colision la bola de masa m; se mueve con una

direccién 6, y una velocidad v;, mientras que la bola de masa m, se mueve con una direccion 6, y con
una velocidad v,. Obtenga las expresiones que describen este tipo de colision.
Solucion:
Sustituyendo estos valores en las ecuaciones 5.45 y 5.46, obtenemos:
my vy, = mMyv; cos By + myv, cos b, 5.47

myvisenofy + myv,senol, = 0 5.48
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mqvsenol; = —myv,senof, 5.49

La segunda ecuacion es igual a cero ya que el momento lineal inicial en la direccion vertical es igual a
cero por no tener componentes en esa direccion.

En consecuencia, en cualquier colision entre dos cuerpos, uno inicialmente en reposo, las ecuaciones
anteriores son validas.

En el caso en que la colisibn sea perfectamente elastica, la energia cinética es la misma antes y
después de la colision, por lo que:

1 2 _1 2 4 1 2
—myv§, = =mvi + -myv
7 Mibo, = 5MiVy T 5MeV;
Como:
1
myvsenof; = —m,v,senol, = —m,v,(1 — cos? 0,)2

Elevando al cuadrado y despejando la funcién coseno, se tiene:

1

cos 0, = (m%v%_m%ﬁz Senzgl)E 5.50
m3;v;
Sustituyendo la ecuacién 5.50 en la ecuacién 5.47, se tiene:
1
2,2 2.2 29 \2
myvy, = Myvy cos 1 + myv;, (mzvz T Se 1) 5.51
m3;v;
Despejando la raiz cuadrada y elevando al cuadrado, se tiene:
mZUZ +m2v2—m2v2
cos@, = —2——+— 22 5.52
2mivo, v
Como:
mjvs = mymy(v, — v?) 5.53
Sustituyendo la ecuacion 5.53 en la ecuacién 5.52, tenemos finalmente:
2 2_Mma 2 2
v§, +v2-——2(v§. —vi)
cos 01 = ————1— 5.54

21701171

Esta ecuacion es vélida para el caso en que una bola choca contra otra y se desvia un angulo 6. La
otra direccion se puede calcular sustituyendo este resultado en la ecuacién 5.47 y despejando cos 6.
Es decir:

1
cos 0, = Tatmz) ( ’

2vg,

M) 5.55

mym,
Ejemplo 5.25
Una esfera perfectamente eldstica con una masa de m; = 8.0 kg moviéndose con una velocidad de

Vg, = 6.0 % colisiona con otra esfera perfectamente elastica de m, = 5.0 kg de masa, inicialmente en
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reposo. Después de la colision la primera esfera se desplaza a una velocidad de v; = 4.0 % Hallar la

direccion de my, y la velocidad y direccion de m,.
Solucién:
Utilizando la ecuacién 5.55, se tiene:

[0 m/s)?+ 40 mys)? - %((6.0 m/s)? — (4.0 m/s)?)

2(60 ) (40 5)

Utilizando la ecuacion 5.54, la direccién de m, es:

= 34.62°

0, = cos™

1
8.0 kg+5.0k 6.0 2 _ (4.0 2\2
6, = cos-1 (8.0 kg 9) <( m/s)? — (4.0 m/s) ) _ 0541

2(60 ) (8.0 kg)(5.0 kg)
Finalmente, utilizando la ecuacion 5.53, vemos que la velocidad del segundo cuerpo es igual a:

2
(ml(vol - v1)> (8.0 kg)((6.0 m/s)? — (4.0 m/s)?) m
v, = = m =5.66 —
ms 50 ? S
5.9 Preguntas y problemas
Preguntas
1. ¢ Existiran coeficientes de restitucion mayores a 1 0 menores a cero? En caso afirmativo,
¢,Cudl seria su explicacion fisica?
2. Cudl es la diferencia entre una colision elastica y una inelastica?
3. ¢, Cudl es el fundamento tedrico para establecer el coeficiente de restitucion como lo indica la
ecuacion 5.6?
4, ¢ Cudl es la relacién entre el impulso y la cantidad de movimiento?
Problemas

1. Un cuerpo de m; = 6.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v, = 12 ? y choca

contra otro cuerpo de m, = 10.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —8 %
Si el coeficiente de restitucion es igual a e = 0.4, calcule la velocidad final de los dos cuerpos.

Sol. vy, = =5.5 Ty vy, = 4.0 =
2. Un cuerpo de m; = 16.0 kg de masa se mueve con cierta velocidad inicial y choca contra otro
cuerpo de m, = 12.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = 8 % Si el coeficiente
de restitucion es igual a e = 0.5, calcule la velocidad final del primer cuerpo y la velocidad inicial del
segundo cuerpo después de la colision si la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = —4 %

Sol. v, = =6.0 Ty v; =3.0 =
3. Un cuerpo de m; = 10.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v, = 20.0 %y choca

contra otro cuerpo de m, = 15.0 kg de masa que se mueve con cierta velocidad inicial. Si el coeficiente
de restitucion es igual a e = 0.6, calcule la velocidad final del primer cuerpo y la velocidad inicial del

segundo cuerpo después de la colision, si la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = —8 %
Sol. vy = —54.66 ~y v, = =57.77 .
4. Un cuerpo con cierta masa se mueve con una velocidad inicial de v, = 10.0 %y choca contra otro

cuerpo de m, = 15.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —12 ? Si el

coeficiente de restitucion es igual a e = 0.3, calcule la masa y la velocidad final del primer cuerpo
después de la colision, si la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = 12 %
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Sol. m; =78.26 kgy vy =54 =
5. Uncuerpode m; = 6.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de vy, =9 ?y choca contra
otro cuerpo de cierta masa que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —12 % Si el coeficiente
de restitucion es igual a e = 0.2, calcule la masa del segundo cuerpo y la velocidad final del primer
cuerpo después de la colision, si la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = 3 %

Sol. m, = 4.08 kgy v, = -1.2 =
6. Uncuerpodem; = 6.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de vo, = 5 %y choca contra
otro cuerpo de m, = 4.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —10 ? Calcule
el coeficiente de restitucion y la velocidad final del primer cuerpo después de la colisién, si la velocidad
final del segundo cuerpo es de v, = 6 %

Sol. e= 078y v; =038 7.
7. Un cuerpo de m; = 6.0 kg de masa se mueve con cierta velocidad inicial y choca contra otro cuerpo
de m, = 4.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —10 % Calcule la velocidad
inicial del primer cuerpo y la velocidad final del segundo cuerpo después de la colisién, si el coeficiente
de restitucion es de e = 0.4 y la velocidad final del primer cuerpo esde v, =6 %

Sol. vy, = 2636 Ty v, = —20.54 =
8. Uncuerpodem; = 8.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v,, = 8 %y choca contra

otro cuerpo de m, = 6.0 kg de masa que se mueve con cierta velocidad inicial. Calcule la velocidad
inicial y final del segundo cuerpo después de la colision, si el coeficiente de restitucibn es de e = 0.8y

la velocidad final del primer cuerpo es de v, = 12 %

Sol. vy, = 13.18 %yv2 =7.85 %
9. Un cuerpo con cierta masa se mueve con una velocidad inicial de v, = 10 %y choca contra otro
cuerpo de m, = 4.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —4 ? Calcule la

masa del primer cuerpo y la velocidad final del segundo cuerpo después de la colisidn, si el coeficiente
de restitucion es de e = 0.3 y la velocidad final del primer cuerpo es de v; = —5 %

Sol. m; = 0.85 kgy v, = —0.8 =
10. Un cuerpo de m; = 7.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v,, = 6 %y choca contra

otro cuerpo con cierta de masa que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —2 % Calcule la
masa Y la velocidad final del segundo cuerpo después de la colisidn, si el coeficiente de restitucion es
de e = 0.5 y la velocidad final del primer cuerpo es de v; = =5 %

Sol. my = 77.0 kgy v, =05 %
11. Un cuerpo de m; = 10.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v, =8 % y choca
contra otro cuerpo de m, = 4.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de vy, = —10 %
Calcule la velocidad final del segundo cuerpo después de la colision y el coeficiente de restitucion, si la
velocidad final del primer cuerpo es de v; = -2 %

Sol. v, = 15.0 Tye = 0.94.

12. Un cuerpo de m; = 15.0 kg de masa se mueve con cierta velocidad inicial y choca contra otro
cuerpo de m, = 10.0 kg de masa que se mueve con cierta velocidad inicial. Calcule la velocidad inicial

de ambos cuerpos después de la colisién, si la velocidad final del primer cuerpo es de v; = =5 %y la
velocidad final del segundo cuerpo es de v, = 10 %y el coeficiente de restitucion es de e = 0.7.
Sol. vy, = 9.57 Ty v, = —11.85 .
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13. Un cuerpo con cierta masa se mueve con una determinada velocidad inicial y choca contra otro
cuerpo de m, = 20.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —15.0 = Calcule
la masa y la velocidad inicial del primer cuerpo después de la colision, si la velocidad final del primer
cuerpo es de v; = =5 " la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = 10 <Y el coeficiente de
restitucion es de e = 0.8.
m
Sol. my =57.14 kg y vy, = 3.75 <
14. Un cuerpo de m; = 12 kg masa se mueve con una determinada velocidad inicial y choca contra
otro cuerpo con cierta masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —25.0 % Calcule la masa

del segundo cuerpo y la velocidad inicial del primer cuerpo después de la colision, si la velocidad final
del primer cuerpo es de v; = —15 % la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = 10 ? y el
coeficiente de restitucion es de e = 0.6.
Sol. vy, = 16.67 = ym, = 10.86 kg.
15. Un cuerpo de m; = 18.0 kg masa se mueve con una determinada velocidad inicial y choca contra
otro cuerpo de m, = 8.0 kg de masa que se mueve con una velocidad inicial de v,, = —25.0 % Calcule
la velocidad inicial del primer cuerpo después de la colision y el coeficiente de restitucion, si la velocidad
final del primer cuerpo es de v; = 10 %y la velocidad final del segundo cuerpo es de v, = —10 %
Sol. vy, = 16.67 % y e = 0.48.
16. Un cuerpo con una determinada masa se mueve con una velocidad inicial de vy, = 12 ? y choca

contra otro cuerpo de m, = 18.0 kg de masa que se mueve con una determinada velocidad inicial.
Calcule la masa del primer cuerpo y la velocidad inicial del segundo cuerpo después de la colision, si
la velocidad final del primer cuerpo es de v, = 15 % la velocidad final del segundo cuerpo es de v, =

-10 %y el coeficiente de restitucion es de e = 1.0.
Sol. m; = 282 kg y v,, = 37 ?
17.Un cuerpo de m; = 22.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v, =8 % y choca

contra otro cuerpo con determinada masa y velocidad inicial. Calcule la masa y la velocidad inicial del
segundo cuerpo después de la colision, si la velocidad final del primer cuerpo es de v, = 20 % la

velocidad final del segundo cuerpo es de v, = —15 %y el coeficiente de restitucion es de e = 0.9.
Sol. my = 4.27 kg y v, = 46.89 .
18. Un cuerpo de m; = 10.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v,, = —8 %y choca

contra otro cuerpo con una masa de m, = 18.0 kg y determinada velocidad inicial. Calcule la velocidad
inicial del segundo cuerpo después de la colisién y el coeficiente de restitucion, si la velocidad final del

primer cuerpo es de v; = 15 %y la velocidad final del segundo cuerpo es de v, =5 %

Sol. vy, = 17.78 = y e = 0.388.
19. Un cuerpo con determinada masa se mueve con una velocidad inicial de v, = —10 % y choca
contra otro cuerpo con una determinada masa y una velocidad inicial de v,, = 25.0 % Calcule las
masas de ambos cuerpos, si la velocidad final del primer cuerpo es de v; = 20 % la velocidad final del

segundo cuerpo es de v, = 15 %y el coeficiente de restitucion es de e = 0.2.

Sol. No hay solucion para este problema porque no existen dos ecuaciones que contengan las
masas m; y m,.

20. Un cuerpo con determinada masa se mueve con una velocidad inicial de vy, = —16.0 % y choca

contra otro cuerpo con una masa de m, = 18.0 kg y velocidad inicial de v, = 20.0 ? Calcule la masa
del primer cuerpo después de la colision y el coeficiente de restitucion, si la velocidad final del primer
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cuerpo esde v; =10 i y la velocidad final del segundo cuerpo esde v, =5 iy
N S

Sol. m; = 10.38 kg y e = 0.138.
21.Un cuerpo de m; = 9.0 kg de masa se mueve con una velocidad inicial de v, = 15 % y choca

contra otro cuerpo con determinada masa y velocidad inicial de vy, = —20.0 ? Calcule la masa del
segundo cuerpo después de la colision y el coeficiente de restitucion, si la velocidad final del primer
cuerpo es de v; = —10 %y la velocidad final del segundo cuerpo es de v, =5 %

Sol. my, =9 kg ye =0.43.
22. Una bola de marfil se deja soltar desde una altura de h = 2.0 m sobre una superficie lisa de acero.
Si el coeficiente de restitucion es de e = 0.8, hallar la altura en el primer, segundo y tercer rebote.
23. Un balin de acero se deja caer sobre una superficie lisa de acero y se observa que el coeficiente
de restitucién es de e = 0.95. Si el balin es soltado desde una altura de h = 1.0 m. ¢ Cuantas veces
rebotara a una altura mayor de h = 0.5 m?

Sol. hy = 0.9025 m, h, = 0.8145 my hy = 0.7350 m.
24, Una particula atomica con una masa de m; = 7.2 * 10728 kg se mueve con una velocidad de
Vg, = 6.0 % 107 % colisiona contra otra particula atbmica cuya masa es igual a la mitad de la primera
particula y en reposo. Si la primera particula se desvia un determinado angulo y su velocidad es de
v, = 5.0 x 107 % hallar el &ngulo, y la direccion y velocidad de la segunda particula.

Sol. 6; = 22.3°, 6, = 54.1° y v, = 4.69 * 107 ?
25. Calcule el tiempo que tarda en dejar de botar un balin de acero cuyo coeficiente de restitucion
esigual a e = 0.8 y se deja caer desde una altura de h, = 5.0 m.

Sol. tiorar = 9.09 seg
26. Si el tiempo total en que deja de botar una pelota es de t;,:; = 7.0 seg y fue dejada caer desde
una altura de hy, = 10.0 m, calcule el coeficiente de restitucion entre la pelota y el piso. Sol. e =
0.661
27. Si el tiempo total en que deja de botar una pelota es de t;,:q; = 10.0 seg y el coeficiente de
restitucion entre la pelota y el piso es e = 0.4, calcule la altura desde la cual se solté la pelota.

Sol.  hy =360.0 m.

28. Un camion de m; = 8 000 kg de masa que viaja a una velocidad de vy, = 15 ? hacia el este,
choca contra un automovil de m, = 2 000 kg de masa que se mueve con una velocidad de v,, = 30 %

siguiendo una direccion de 6,, = 40° suroeste. Después de la colisién los dos vehiculos quedan
unidos. ¢,Con qué velocidad y en qué direccion se moveran los vehiculos después del impacto?
Sol. 6 =-27.52°, direccién sureste y v = 8.35 %

29. Una bola de m; = 1.2 kg de masa que viaja a una velocidad de v,, = 0.5 % hacia el este, choca
contra otra bola de m, = 0.4 kg de masa que se mueve con una velocidad de v,, = 0.8 % hacia el
oeste. Después de la colision la primera bola se mueve con una velocidad de v; = 0.3 % con una
direccion de 8, = 40° sureste. ¢ Cudl es la velocidad y direccion final de la segunda bola?
Sol. 6=8895"yv=28357

30. Una esfera perfectamente elastica con una masa de m; = 20.0 kg moviéndose con una
velocidad de vy, = 12.0 % colisiona con otra esfera perfectamente elastica de una masa de m, =
15.0 kg, inicialmente en reposo. Después de la colision la primera esfera se desplaza a una velocidad
de v; = 8.0 % Hallar la direccion de m,, y la velocidad y direccion de m,.

Sol. 6, =39.57% 6, =41.14°y v, = 10.33 %
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