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1. Numeros Reales

1.1. Conjuntos Numéricos

1.1.1. Introduccién

Desde su aparicién en la tierra, el hombre ha tenido la necesidad de estudiar, entender, medir y
organizar el mundo que lo rodea. Para realizar esto, inventé6 una herramienta poderosa llamada
numeros.

A lo largo de tu formacién has visto a los nimeros como simples simbolos vacios y sin sentido, sin
embargo, estos representan el "idioma” con el que te ensenaron desde cuantos hermanos y hermanas
tienes, cuantos dulces podias comer, cuanto te trajo el "ratén de los dientes”, hasta cudl es la velocidad
de tu internet, cuanto espacio tiene la memoria de tu celular, etc.

Ya en secundaria aprendiste a hacer operaciones basicas, ahora en este primer curso de preparatoria,
descubriras que no todos los niimeros sirven para lo mismo. Conoceras diferentes conjuntos numéricos,
y aprenderds que cada uno se cred para resolver un problema especifico que el conjunto anterior no
podia solucionar.

1.1.2. Numeros naturales

Numeros Naturales

Su caracteristica principal que los define es que nos sirven para contar, y los identificamos de la
siguiente forma

N={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,... . n,...}

Este conjunto se puede representar sobre una recta, llamada "recta numérica’”.
Nota: los tres puntos llamados elipsis indican que el patrén continuo indefinidamente.

Numeros Naturales extendidos

Algunos autores consideran a los naturales extendidos, los cuales se obtienen de unir al conjunto
de los nimeros naturales con el cero, es decir

No = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,...,n,...}

En este conjunto numérico poderqos definir dos operaciones fundamentales que son la SUMA o ADI-
CION (+) y la MULTIPLICACION (x).



1.1. CONJUNTOS NUMERICOS

SUMA o ADICION (+)

0+8=13
9417 =26

MULTIPLICACION (x)

5-8 =140
17-9 =153

1.1.3. Numeros Enteros

Este conjunto numérico surge de la necesidad que encontro el ser humano para representar pérdidas,
deudas, temperaturas bajo cero, posiciones bajo el nivel del mar o simplemente el balance nulo.

Nuimeros Enteros

Es la unién de los niimeros naturales, el cero y los “opuestos de los naturales”, forma el conjunto
de los nimeros enteros, es decir:

Z={..,-3-2-1,0123,...}

Debido a la construccién de este conjunto, se tiene que N C Z (el simbolo C dice que N es
subconjunto de Z).

La representacion geométrica de este conjunto, sobre la recta numérica, es la siguiente:

En este conjunto numérico se pueden definir tres operaciones fundamentales: SUMA o ADICION (+),

RESTA O SUSTRACCION (—) y MULTIPLICACION (x).

Suma: (=5) +2= -3 € Z.

Resta: 3 -8 = -5 € Z.
Multiplicacién (x): (—4) x (=2) =8 € Z.

Las operaciones Suma, Resta y Multiplicaciéon son operaciones cerradas.



1.1. CONJUNTOS NUMERICOS

Valor absoluto

Definicién de valor absoluto

El valor absoluto de un niimero entero m, denotado |m|, se define como:

im| {m, si m es mayor que cero
m| =

—m, Si m es menor que cero

Ejemplo

|5| = 5 (debido a que cinco es mayor que cero)
| — 3] = —(—3) = 3 (debido a que menos tres es menor que cero)

1.1.4. Numeros Racionales

Notamos que los niimeros enteros no son suficientes para responder a preguntas como por ejemplo
“;qué parte de 1 km son 375 m?”, para responder a esta pregunta se debe extender el conjunto de
nimeros que incluya a los niimeros racionales.

Definicion

P c 2 . b p
Un nimero racional es un nimero que Sse expresa coimo el cociente — de dos niumeros enteros,

q
donde p es el numerador y q es el denominador, y viene dado por el conjunto

p
@Z{x!xza;p,qu,q%O}

5

Ejemplos de nimeros racionales: —%, 3, 0, 197

Del ejemplo de los niimeros racionales presentados notamos que todo nimero entero también es
racional (—1—12 = —12), esto es, los enteros es un subconjunto de los racionales (Z C Q). Este conjunto
numérico es cerrado con respecto a las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division, excepto

entre cero.



1.1. CONJUNTOS NUMERICOS

Ejemplos de operaciones con niimeros racionales

SUMA: MULTIPLICACION:
L2451 ] 5.4_20
37373 3°7 7 21
1_ 7 11 6) _ _ 33
2.3+3=3 2. 3 (3)=-%
2,4 _ 26 1. r_5
3.5-’1-5—1—5 3.§ 5—§
4. —4+2=2 2
T DIVISION:
1. 2:3_4
RESTA T T2 21
5_2_ 1 .
L §—5=% 2. -3+ (-3) =3
3_9 33
Moo === 3.5%%—%
Los nuimeros racionales tienen parte decimal finita, considerando el ejemplo se tiene que % = 0.5,

% = 0.75, 0/10 = 0; o parte decimal infinita periédica, g =1.6666... y % = 3.84848484 . ..

1.1.5. Numeros Irracionales

Hasta estos momentos conocemos nimeros de la forma £ donde Py g son nimeros enteros con q # 0,
llamados nimeros racionales. !
Ejemplos:

e El nimero 7 = % se puede expresar en forma fraccionaria con p=7y q¢=1

e El niimero 2.25 = % se puede expresar en forma fraccionaria con p=9y g =14

e El nimero 12.333333--- = %7 se puede expresar en forma fraccionaria con p =37y ¢ =3
Pero existen nimeros que no se pueden representar de esta manera. Por ejemplo:

o 2 =1.414213562. ..

o /3 =1.7320508...

o m = 3.141592654 . ..

e c=2718281...

Para estos ntiimeros NO se puede obtener dos nimeros enteros p y ¢, tal que v/2 = §> V3=2

oOe=~=>.
q

s}

A los nimeros decimales inexactos no periddicos se les llama Numeros Irracionales. Este conjunto
se denota como I.

V2, V3, e y 7 son nimeros irracionales y hay infinidad de nimeros irracionales. Si se toma la raiz
cuadrada a los nimeros primos, todos ellos son ntimeros irracionales, es decir,

5



1.1. CONJUNTOS NUMERICOS

Si multiplicamos algiin nimero entero diferente de cero al nimero 7, también es un niimero irracional

e, —2m, —m, w, 2w, 3m, 4m, bm, 6w, Tm,...

Nota: Es importante mencionar que para este conjunto no se tiene la cerradura bajo las cuatro opera-
ciones basicas SUMA, RESTA, MULTIPLICACION y DIVISION. Es decir, al aplicar una operacién

entre dos niimeros irracionales no siempre se obtiene un ntimero irracional.

Ejemplos de no cerradura

Suma: vV2+ (—v2) =0 ¢ 1
Multiplicacién: /11 x V11 =11 ¢ T

1.1.6. Numeros reales

La caracteristica principal de este conjunto es que reine a los conjuntos vistos anteriormente, se
identifica como:

5 5
R=1{ .., -5 —4.5333, —m, —5 —v/3,-1,-0.25,0,1, 32 V5,3,7,6,11,...}
Para una mejor comprension del contenido de este conjunto se utilizan los diagramas de Venn-Euler
que como sabemos son figuras cerradas contenidas en un conjunto mayor (Universo) que se representa

como un rectangulo y que en nuestro caso corresponde al conjunto de nimeros reales R.

Propiedades de los ntimeros reales

1. PROPIEDAD CONMUTATIVA

a) El orden de los sumandos no altera la suma.

3 3
—lep— =4 (=2
+y=71(2)
b) El orden de los factores no altera el producto.
2 % 3 = 3 X 2
4 4

2. PROPIEDAD ASOCIATIVA

a) La forma de agrupar los sumandos no cambia la suma.

3 3
24+ (245)=(-2+2)+5
+(4+) ( +4)+

b) La forma de agrupar los factores no cambia el resultado.

3 3
2% = = —9 z
( ><4)><5 ><<4><5)

6




1.1. CONJUNTOS NUMERICOS

3. PROPIEDAD DISTRIBUTIVA

Esta propiedad retne las dos operaciones fundamentales y establece que: La multiplicacion
se puede distribuir sobre la suma sin afectar el resultado.

-2 x (§+5>:<—2x2)+(—2x5)

4. PROPIEDAD DEL NEUTRO

a) El elemento neutro para la adicién o suma (neutro aditivo) es el niimero cero ya que
al sumarlo a cualquier nimero real no lo afecta.

5+0=5

b) El elemento neutro para la multiplicacién (neutro multiplicativo) es el niimero uno,
ya que al multiplicarlo por cualquier niimero no lo afecta.

Hhx1=5

5. PROPIEDAD DEL INVERSO

a) El elemento inverso aditivo de un nimero real es el mismo nimero precedido de
un signo negativo y la suma de ambos da como suma el neutro aditivo o cero.

5+ (=5)=0

b) El elemento inverso multiplicativo de un nimero real es el nimero uno dividido
entre ese nimero, y la multiplicacion de ambos es el neutro multiplicativo o uno.

()




1.2. NUMEROS NATURALES

1.2. Numeros Naturales

1.2.1. Divisibilidad

Como ya se ha mencionado, en el conjunto de los niimeros naturales, la division no esta bien definida,
sin embargo existe una operacion equivalente, la cual se llama divisibilidad.

Concepto de Divisibilidad

Un numero natural a es divisible por otro nimero natural b si existe otro nimero natural c tal

quea =b-c.
Esto también significa que a es un miltiplo de b, o bien, que b es un divisor de a.

Explicacién de la definicion. Pensando en los elementos que conforman una division, se tiene que:

dividendo

— = cociente + residuo.
divisor

Asi que, si el nimero b es un divisor de un nimero a y ademas, el residuo entre ellos es cero, se tiene
que:

a
—=c+0 osea, EIC <~ a=b-c

S

decimos en este caso que b es divisor de a, o que a es multiplo.

Nota: el simbolo <= ; se lee como ”si solo si”.

El nimero 12 es divisible por 3 porque 12 = 3 - 4. Por el contrario, 12 no es divisible por 5
porque la divisién deja residuo distinto de cero.

A continuacion, se presentan los criterios de divisibilidad para los nimeros 2, 3, 5, 7y 11 de forma
clara y organizada.

Criterio de divisibilidad para el nimero 2

Un nimero es divisible por 2 si termina en 0, 2, 4, 6 u 8.

Ejemplos:

e 38 es divisible por 2 (termina en 8).
e 145 no es divisible por 2 (termina en 5).

Criterio de divisibilidad para el nimero 3

Un numero es divisible por 3 si la suma de todos sus digitos es un multiplo de 3.




1.2. NUMEROS NATURALES

Ejemplos:

e 417: Sumamos sus digitos 4 + 1+ 7 = 12. Como 12 es miiltiplo de 3 (3 x 4), entonces 417
es divisible por 3.

e 251: Sumamos sus digitos 2+ 5+ 1 = 8. Como 8 no es multiplo de 3, 251 no es divisible
por 3.

Criterio de divisibilidad para el nimero 5

Un numero es divisible por 5 si su ultimo digito es 0 o 5.

Ejemplos:

e 350 y 1,025 son divisibles por 5.
e 432 no es divisible por 5 (termina en 2).

Criterio de divisibilidad para el niimero 7

Un ndmero es divisible por 7 cuando al multiplicar el digito de las unidades por dos y restarlo
al nimero que queda (una vez que se quité el digito de las unidades), el valor absoluto del
resultado es un miltiplo de 7 o 0. Este proceso se puede repetir si el niimero es muy grande.

Ejemplos:

e Ejemplo Caso I: Analicemos el nimero 119.
1. Tomamos el digito de las unidades (9) y lo multiplicamos por 2: 9 - 2 = 18
2. Realizamos la resta: 11 — 18 = —7.
3. Como | =7 |es 7y 7=7-1, entonces 119 es divisible por 7.

e Ejemplo Caso II: Analicemos el numero 189.
1. Tomamos el digito de las unidades (9) y lo multiplicamos por 2: 9 -2 = 18
2. Realizamos la resta: 18 — 18 =0
3. Como el resultado es 0, entonces 189 es divisible por 7.




1.2. NUMEROS NATURALES

Criterio de divisibilidad para el nimero 11

Un nimero es divisible por 11 si sumamos los niimeros en posicion impar, por otro lado
sumamos los niimeros en posicién par (empezando de derecha a izquierda), realizamos la
resta de estas cantidades, consideramos su valor absoluto y el resultado es 0 o un multiplo de
11. Este proceso se puede repetir si el nimero es muy grande.

Ejemplos:

Ejemplo Caso I: Analicemos el nimero 759.
1. Sumamos los digitos en posiciones impares (empezando por la derecha): 9 (1.2 posicién)
+7 (3.2 posicién) = 16.
2. Sumamos los digitos en posiciones pares: 5 (2.% posicién).
3. La diferencia de dichas cantidades es 16 — 5 = 11, entonces 759 es divisible por 11.
Ejemplo Caso II: Analicemos el nimero 1,298.
1. Sumamos los digitos en posiciones impares (empezando por la derecha): 8 (1.2 posicién)
+2 (3.2 posicién) = 10.
2. Sumamos los digitos en posiciones pares: 9 (2.% posicién) +1 (4.2 posicién) = 10.
3. Como la diferencia de dichas cantidades es 0, entonces 1,298 es divisible por 11.

1.2.2. Ntumeros primos

Numeros primos

Un nimero es primo sélo si es divisible por si mismo y el niimero 1. Dicho de otra forma, un
ndimero es primo si solo tiene dos divisores.

Nota: El numero 1 no es primo.

Ejemplo

e 9 no es numero primo porque es divisible por 1, 3 y 9.

e 13 es numero primo porque es divisible por 1 y 13.

e 23 es numero primo porque es divisible por 1 y 23.

e 16 no es niimero primo porque es divisible por 1, 2, 4, 8 y 16.

Criba de Eratéstenes

La siguiente tabla muestra los niimeros del 1 al 30 y la utilizaremos para obtener los primeros niimeros
primos.

1121314 5|6 |7 |8]9]10
1111213 |14 1516 |17 |18 |19 ] 20
21 122 |23 1242526 |27 |28|29 |30

Procedimiento para hacer la Criba de Eratéstenes

10



1.2. NUMEROS NATURALES

Se tacharan los nimeros que no son primos y en color rojo los que si lo son. El procedimiento es
como sigue:

1. empezamos por tachar el niimero 1 y reescribir el niimero 2 en rojo porque es un nimero primo;
2. se tachan todos los multiplos del nimero 2;

3. se busca el siguiente niimero que ain esté sin tachar, se reescribe en color rojo y se tachan todos
sus multiplos;

4. se repite el paso (3) tantas veces como sea necesario para terminar de revisar los 30 nimeros
que tenemos en esta Criba.

Y1234 |56 7|89 |W
11| 13| M4 »B 6| 17]18]19 |20
2012723 2412526272829 |30

Entonces los niimeros primos, dentro de los primeros 30 nimeros son: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,
23, 29.. A esta ultima tabla se le conoce como la Criba de Eratdéstenes

1.2.3. Ntumeros compuestos

Definicién
Un niimero compuesto es un nimero que tiene mas de dos divisores. Dicho de otra forma, es
un numero que es multiplo de algin niimero primo.

Teorema Fundamental de la Aritmética

Todo numero entero compuesto puede ser representado de forma tinica como un producto de
potencias de niimeros primos, sin tener en cuenta el orden de los factores. A esta representacion
se le llama la Descomposiciéon en Factores Primos.




1.2. NUMEROS NATURALES

Determinacion de niimeros compuestos y sus divisores.

Determina si los siguientes niimeros son compuestos y encuentra sus divisores.

Ejemplo 1: El niimero 8.

Divisores Explicacion

1 es un divisor de 8 porque%:8 — 8=1-8
2 es un divisor de 8 porque%:4 — 8=2-4
4 es un divisor de 8 porque%:2 — 8§=4-2
8 es un divisor de 8 porquegzl — 8=28-1

Los divisores de 8 son: 1, 2, 4 y 8.

Nota: El simbolo = se lee como “entonces”

Por lo tanto, el 8 es un nimero compuesto.

Ejemplo 2: El ntiimero 36.

Divisores Explicacion

Los divisores de 36 son: 1, 2, 3, 4, 6, | Porque:

9,12, 18 y 36 36=1-36; 36=2-18; 36=3-12;
36=4-9; 36=6-6; 36=9-4;
36=12-3; 36=18-2; 36=36-1

Por lo tanto, el 36 es un nimero compuesto.

Ejemplo 3: El ntiimero 45.
Divisores Explicacion
Los divisores de 45 son: 1, 3, 5, 9, Porque:
15y 45 45 =1-45, 45=3-15; 45=5.9;
45=9-5; 45=15-3; 45=45-1

Por lo tanto, el 45 es un ntimero compuesto.

Ejemplo 4: El ntimero 2.
Divisores Explicacion
Los divisores de 2 son: 1y 2 Porque2=1-2; 2=2-1

Por lo tanto, el 2 no es un niimero compuesto, es un niimero primo.

12




1.2. NUMEROS NATURALES

Ejemplo 5: El niimero 7.

Divisores Explicacién
Los divisores de 7 son: 1 y 7 Porque 7=1-7;, 7=7-1

Por lo tanto, el 7 no es un niimero compuesto, es un niimero primo.

13



1.2. NUMEROS NATURALES

1.2.4. Método de Euclides (Divisiones Sucesivas)

Para calcular los factores primos, se hara uso del Método de Euclides o de las Divisiones Sucesivas,
esto se mostrara mediante ejemplos.

Descomposicion de 60 en factores primos

Escribe el nimero 60 como producto de sus factores primos.

Método de Euclides

1. Se escribe el nimero 60 y a su derecha una linea vertical. Se
prueba si el primer nimero primo 2 es divisor del 60, si lo
es se escribe a la derecha de la vertical. Como es divisor, el

60 | 2 cociente 30 se escribe debajo del 60.
30 | 2 2. Si el primer nimero primo 2 es divisor del 30, se escribe a
15 | 3 la derecha de la vertical. Como es divisor, el cociente 15 se
escribe debajo del 30.
e 3. Nuevamente se prueba si el nimero primo 2 es divisor del
1 15, como el 2 no es divisor del 15, probamos con el siguiente

primo, 3 si es divisor del 15. Como si es divisor, lo escribimos
a la derecha de la vertical, el cociente 5, lo escribimos debajo
del 15.

4. Como los primos 2, 3 no son divisores de 5, se prueba con el
siguiente niimero primo 5, el cual si es divisor, se escribe a la
derecha de la vertical y el cociente 1 debajo del 5.

5. Cuando el cociente es 1 se detiene el proceso.

Por lo tanto, la descomposicion del niimero 60 en sus factores primos es:

60=2-2-3-5=2%2.3.5

Descomposiciéon de 28 en factores primos

Escribe el nimero 28 como producto de sus factores primos.

Método de Euclides

1. El primer niimero primo 2 es divisor del 28, se escribe a la

28 | 2 derecha de la linea vertical y el cociente 14 se escribe debajo
142 del 28.
2. El 2 es divisor de 14, se escribe a la derecha de la vertical. El
[ cociente 7 se escribe debajo del 14.
1 3. El ntimero primo 7 es divisor de 7, se escribe a la derecha de

la vertical. El cociente 1, lo escribimos debajo del 7.

4. Cuando el cociente es 1 se detiene el proceso.

14



1.2. NUMEROS NATURALES

( )
Por lo tanto, la descomposicion del niimero 28 en sus factores primos es:

60=2-2-3-5=2%2.3.5

Descomposicion de 100 en factores primos

Escribe el nimero 100 como producto de sus factores primos.

Método de Euclides

1. El primer niimero primo 2 es divisor del 100, se escribe a la

100 | 2 derecha de la linea vertical y el cociente 50 se escribe debajo
del 100.
2k 2. El 2 es divisor de 50, se escribe a la derecha de la vertical. El
25 |5 cociente 25 se escribe debajo del 50.
515 3. El nimero primo 5 es divisor de 25, se escribe a la derecha de
1 la vertical. El cociente 5, lo escribimos debajo del 25.

4. El 5 es divisor de 5, se escribe a la derecha de la vertical. El
cociente 1, lo escribimos debajo del 5.

5. Cuando el cociente es 1 se detiene el proceso.

Por lo tanto, la descomposicion del niimero 100 en sus factores primos es:

100=2-2-5.-5=22.52

1.2.5. Minimo Comun Multiplo

Definicién
El Minimo Comun Miiltiplo (mcm) de dos o méds nimeros naturales se define como el
nimero natural mas pequeno tal que éste es multiplo de todos ellos, es decir, es el niimero mas

pequeno que puede ser dividido entre cada uno de los niimeros dados. En aplicacién, es util para
problemas donde se busca un punto en el que diferentes ciclos o eventos se encuentren.

Explicacion de la definicién. Dado un ntmero natural a, decimos que sus multiplos son todos
aquellos niimeros para los cuales a es un divisor de ellos. Como ejemplo en particular, veamos el caso
para los nimeros 6 y 8. Notemos que:

e Los multiplos de 8 son: 8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, ...
e Los multiplos de 6 son: 6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, ...

De lo anterior, podemos ver que los comtunes multiplos de 8 y 6 son: 24, 48, 72, 96, ..., por lo cual,
siguiendo la definicién tenemos que el minimo comun multiplo es 24 y la notacién utilizada para
representarlo es mem(6,8) = 24.

A continuacién se muestra los pasos a seguir para obtener el mem de dos ntiimeros usando el método
de la linea vertical.
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Procedimiento para obtener el mcm

Procedimiento | Explicacién del Paso

8 6 ‘ 2 Paso 1: Fila inicial. Empezamos probando con el primer nimero primo: el
2. Como el 8 y el 6 son niimeros pares (se pueden dividir exactamente entre
2 sin dejar residuo), usamos este divisor. Anotamos el 2 a la derecha.

4 3 ‘ 2 Paso 2: Los resultados de las divisiones son 4 y 3. Volvemos a probar con el
2. Como el 4 es par, el 2 nos sigue sirviendo, aunque no pueda dividir al 3.
Anotamos el 2 a la derecha y el 3 simplemente lo bajamos intacto.

2 3 ‘ 2 Paso 3: Los nuevos valores son 2 y 3. El 2 sigue siendo par, por lo que
seguimos usando el primo 2. Anotamos el 2 a la derecha. El 3 lo volvemos a
bajar igual.

1 3 ‘ 3 Paso 4: Tenemos 1 y 3. La columna del 8 ya lleg a 1, por lo que ahi hemos
terminado. Para el 3, el primo 2 ya no nos sirve. Pasamos al siguiente niimero
primo: el 3. Como 3 se divide exactamente entre 3, lo anotamos a la derecha.

1 1 ‘ Fin del proceso: Ambas columnas en la parte inferior han llegado al nimero
1. jHemos concluido nuestras divisiones sucesivas!

Ejemplos numéricos

Encontrar los mcm de los siguientes pares de niimeros enteros.
14 |18 | 2
71 913
a) 14,18 —- 7] 3|3 — mcm(14,18) =2-3-3.-7 =126
T 1|7
1] 1
102 | 58 | 2
51129 | 3
b) 102,58 — 17 (29|17 — mem(102,58) =2.3-17-29 = 2958
112929
1] 1
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Procedimiento con descomposiciéon en factores primos.
Para obtener el mecm de dos o mas nimeros por el método de descomposiciéon en niimeros primos:

e Se obtiene la descomposicion en factores primos de los niimeros dados.
e De las descomposiciones se identifican todos los diferentes primos que se encontraron.
e Después se toma la mayor potencia de los primos que se identificaron.

e Por 1ultimo, se multiplican todos los diferentes primos con mayor potencia.

Ejemplos en problemas de aplicacion

1. Sincronizacion de Engranajes: Un engranaje A tiene 24 dientes y un engranaje B tiene

40 dientes. Ambos engranajes estdn marcados con una linea que se alinea inicialmente.
. Cuantas vueltas deberda dar el engranaje A para que las marcas se vuelvan a alinear por
primera vez?
Resolucién:

e Descomposicién en factores primos: 24 =23 x 3 ; 40=23x5

e Identificacién de factores con mayor exponente: 23,3,5

e Célculo del mem: mem(24,40) =23 x 3 x5 =8 X 3 X 5 = 120

e Vueltas del engranaje A: 120/24 =5

Respuesta: El engranaje A debera dar 5 vueltas.

2. Programacién de Mantenimiento: Una maquina en una fabrica requiere una inspec-
ciéon de mantenimiento cada 15 dias y una lubricacién cada 20 dias. Si ambas tareas se
realizaron hoy, jcuantos dias pasaran para que ambas tareas coincidan nuevamente?

Resolucién:
e Descomposicién en factores primos: 15 =3 x5 ; 20=22x5
e Identificacién de factores con mayor exponente: 22,3,5
e Calculo del mem: mem(15,20) =22 X 3 X5 =4 X3 X 5 =60

Respuesta: Las tareas coincidiran en 60 dias.

1.2.6. Maximo Comun Divisor

Definicion

El Maximo Comitn Divisor (MCD) de dos o mas numeros naturales es el nimero mas
grande que puede dividir a todos ellos sin dejar residuo. Es 1til para problemas donde se busca
dividir un conjunto de objetos de manera equitativa y de forma 6ptima, es decir, buscar la
maxima cantidad en la que se puedan repartir dos o mas conjunto de objetos.
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Explicacion de la definicion. Consideremos los ntimeros 12 y 18.
Notemos que:

e Los divisores de 12 son: 1, 2, 3, 4, 6, 12

e Los divisores de 18 son: 1, 2, 3, 6, 9, 18

Podemos ver que los niimeros subrayados son los comunes divisores de 12 y 18, sin embargo, el numero
mayor de esos comunes divisores es el nimero 6, por lo cual, podemos decir que el Maximo Comun
Divisor de 12 y 18 es 6 y la notacién utilizada para representarlo es MCD(12,18)=6.

Procedimiento para obtener el MCD

Procedimiento | Explicacién del Paso

10 20 ‘ 2 Paso 1: Fila inicial. Empezamos probando con el primer ntimero primo: el 2.
Como tanto el 10 como el 20 son nimeros pares, el 2 los divide exactamente
a ambos de forma simultanea. Anotamos el 2 a la derecha.

5 10 ‘ 5 Paso 2: Los resultados de las divisiones son 5 y 10. Volvemos a evaluar. El
nimero 2 divide al 10, pero NO al 5. Por lo tanto, el 2 ya no nos sirve como
divisor comun. Probamos con el siguiente primo: el 3. El 3 tampoco divide
a ninguno. Probamos con el 5. Como el 5 divide exactamente al 5 y al 10 al
mismo tiempo, lo usamos y lo anotamos a la derecha.

1 2 ‘ Fin del proceso: Los nuevos valores son 1 y 2. Ya no existe ningiin niimero
primo que pueda dividir a estos dos nimeros al mismo tiempo. Al llegar a
este punto, hemos concluido nuestras divisiones sucesivas.

Ejemplos numéricos

Encuentre el MCD de las siguientes parejas o tercias de niimeros.

75| 45 | 3

a) 75,45 — 25|15 |5 — MCD(75,45) =3-5=15
5| 3

b) 15,33, 42 — 0| 331213 \iep(1s,33,42) = 3

5111 | 21

28 | 44 | 2

) 28,44 — 14|22|2 — MCD(28,44) =2-2=4
7111

18
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4 )
80 | 100 | 60 | 2
40 | 50 | 30
d) 80,100,60 — o0 | e | (s | — MCD(80,100,60) =2-2-5 =20
41 5| 3

Procedimiento con descomposiciéon en factores primos.
Para obtener el MCD de dos o mas nimeros:

e Se obtiene la descomposicion en factores primos de los niimeros dados.
e De las descomposiciones se identifican todos los primos en comin que se encontraron.
e Se toma la menor potencia de los primos que se identificaron.

e Por 1ultimo, se multiplican todos los primos en comun con la menor potencia.

Ejemplos en problemas de aplicacion

1. Divisién de Materiales: Un ingeniero tiene una ldmina de metal de 120 cm de largo
por 72 cm de ancho. Quiere cortarla en piezas cuadradas del mayor tamano posible sin
desperdiciar material. ; Cudl es la longitud del lado de cada pieza?

Resolucién:
e Descomposicién en factores primos: 120 =23 x 3 x5 ; 72 = 23 x 32
e Identificacién de factores comunes con menor exponente: 23,3
e Célculo del med: med(120,72) =23 x 3 =8 x 3 =24

Respuesta: La longitud del lado de cada pieza debe ser de 24 cm.

2. Creacién de Paquetes: En un almacén, se tienen 96 tornillos de tipo A y 144 tuercas de
tipo B. Se quieren empacar en cajas de manera que cada caja contenga el mismo nimero
de tornillos y el mismo nimero de tuercas, sin que sobre ningtin elemento. ;Cual es la
cantidad méxima de cajas que se pueden preparar?

Resolucién:
e Descomposicién en factores primos: 96 = 2% x 3 ; 144 = 24 x 32
e Identificacién de factores comunes con menor exponente: 24,3
e Calculo del med: med(96,144) = 2% x 3 =16 X 3 = 48

Respuesta: Se pueden preparar un maximo de 48 cajas.
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1.3. Numeros Enteros

1.3.1. Suma de ntimeros enteros

Definicién de Suma

La suma o adicion consiste en la incorporacion de nuevos elementos a un conjunto numérico,
esto es, la fusion de dos niimeros para obtener uno nuevo.

Los elementos de la suma reciben el nombre de sumandos y el resultado suma.

Se representa con el simbolo ()

Las propiedades de la suma para los ntimeros Enteros son:

e Conmutativa: El orden de los sumandos no altera el resultado.
5+3=3+5=28

e Asociativa: La suma de varios sumandos no se modifica, si se sustituye algunos sumandos por

su suma.
6+94+7+11=15+18=6+16411 = 33

e Elemento neutro: Cualquier numero entero sumado con el elemento neutro (0), da como
resultado el mismo nimero.

T+0=7
Ejemplo 1: Sumas de dos niimeros enteros positivos:
6+4+7=13
Ejemplo 2: Sumas de dos niimeros enteros negativos:
—6+4+ (—7)=-13

Nota: En la suma de dos o més numeros con el mismo signo (ambos positivos o ambos
negativos), los nimeros se suman y el signo se mantiene.

Ejemplo 3: Sumas de un ntimero positivo con un nimero negativo:
—-6+7=1

6+ (—7) = —1

Nota: La suma entre un nimero positivo y un niimero negativo sigue la regla: Los nimeros se
restan y el resultado conserva el signo del niimero mayor.
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( )
Cuando se tienen 3 o mas sumandos se recomienda utilizar la propiedad asociativa, como se
muestra a continuacion.

Ejemplo 4:

9+ (—6) + (—15) +17 = (9 4+ 17) + (—6 — 15) =26 + (—21) =5

1.3.2. Resta de numeros enteros

Definicion de Resta

La resta o diferencia es la operacion inversa de la suma. Consiste en la exclusién de elementos
dentro de un conjunto numeérico.

Los elementos de la resta reciben el nombre de minuendo y sustraendo y el resultado resta
o diferencia.

Se representa con el simbolo (—)

Ejemplos de restas con niimeros enteros

Ejemplo 1: Resta de dos enteros positivos.

9—-6=3
6—-—9=-3
Ejemplo 2: Resta de dos enteros negativos.
(—=9) —(—-6)=—-94+6 = -3

(—6) — (=9) = —6+9 =3

Nota: La resta dos enteros positivos o dos enteros negativos es equivalente a sumar un entero
positivo con un entero negativo.

Ejemplo 3: Resta de un entero positivo con un entero negativo.
9—-(—6)=9+6=15

(—9)—6=—-9—6=—15

Nota: La resta de un entero positivo con un entero negativo es equivalente a la suma de dos
enteros positivos o dos enteros negativos.
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1.3.3. Multiplicacion de nimeros enteros

Definicion de multiplicacion

La multiplicacién o producto, es la representacion abreviada de la suma de un mismo numero
entero, varias veces.

a-nzg—l—a—l—a—l—...@

n—uveces

Se representa con el simbolo (+), (X) o colocando los nimeros entre paréntesis ().
Los elementos de la multiplicacion reciben el nombre de factores y el resultado multiplicacion
o producto.

Las propiedades de la multiplicacién para los niimeros Enteros son:

e Conmutativa: El orden de los factores no altera el producto.

e Asociativa: El producto de varios niimeros o factores no se modifica, si se sustituye algunos
factores por su producto.

6:5:7-2=30-14=6-35-2 =420

¢ Elemento neutro: Cualquier numero entero multiplicado con el elemento neutro (1), da como

resultado el mismo ndmero.
7-1=17

e Distributiva: Multiplicacién sobre la adicién o sustraccién de dos o mas nimeros 2(3 + 5) =
2:34+2-5=6+4+10=16

En el caso de la multiplicaciéon de niimeros enteros negativos es importante mencionar la ley de los
signos para la multiplicacion indica que el producto de dos nimeros con el mismo signo da como
resultado un numero positivo, mientras que el producto de un ntimero positivo, con un nimero
negativo da como resultado un ntimero negativo. Esto se puede representar de la siguiente forma:

(+)(+) =+
(H)(=)=—
(=)(+) = —
(=)(=)=-—
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Ejemplos de multiplicaciones con niimeros enteros

e 5(3) =15 o —5(—9) =45
o —5(3) =—15 o (—3)6=—18
e 5(—3) = —15 e 45(—3) = —135

e —5(—3)=15
(=2)(3) = —6

(—13)(—5) = 65
3(—2)(—5) = 30

1.3.4. Jerarquia de operaciones

Los simbolos de agrupacion se utilizan para indicar que las operaciones encerradas en ellos deben
resolverse primero, formando un bloque dentro de la expresion. Los principales son: paréntesis ( ),
corchetes | | y llaves { }. Se pueden usar por separado o emplearlos colocdndose unos dentro de
otros para indicar varios niveles de agrupacion.

Barras de valor absoluto | |: ademds de agrupar, indican que el resultado dentro de ellas debe
tomarse como su valor positivo (distancia al cero).

Para operar correctamente una expresion matematica que involucra distintas operaciones, es necesario
seguir un orden fijo llamado jerarquia de las operaciones. El orden es el siguiente:

1. Paréntesis, corchetes, llaves y valor absoluto. Se resuelven primero todos los simbolos de
agrupacion, comenzando desde los mas internos hacia los mas externos.

2. Potencias y raices. Se calculan después de eliminar los agrupadores.

3. Multiplicaciones y divisiones. Se efectiian en el orden en que aparecen, de izquierda a
derecha.

4. Sumas y restas. Se realizan también de izquierda a derecha, al final.

Nota: Es importante destacar que los simbolos de agrupacién no solo indican prioridad, también
agrupan operaciones que deben resolverse como un solo bloque.

Ejemplo 1: Sin simbolos de agrupacién (solo operaciones bésicas)

Calcula: 18 -3 x 2 — 5 + 42

Pasos Explicacién

18 -3 x2—-5416 Primero, resolvemos la potencia: 42 = 16.

=6x2—-5416 Divisién y multiplicacién van de izquierda a derecha:
18 -3 =6.

=12 -5+ 16 Multiplicamos: 6 X 2 = 12.

=74+ 16 Restamos: 12 — 5 = 7.

= 23 Finalmente, sumamos: 7 + 16 = 23.
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Ejemplo 2: Con simbolos de agrupacién (paréntesis y corchetes)

Calcula: 8 X [5— (6 —3) x 2]+ 4

Pasos Explicacién
8X[6—-3x2]+4 Resolvemos el paréntesis més interno: (6 — 3) = 3.
=8x[6—-6]+4 Dentro del corchete, la multiplicaciéon tiene prioridad:
=8x (—1)+4 3 X 2=6.
= —-8+4 Resolvemos el corchete: 5 — 6 = —1.

Multiplicamos: 8 X (—1) = —8.
= —4 Sumamos: —8 +4 = —4.

Ejemplo 3: Con valor absoluto y operadores anidados

Calcula: 30 — [12 + 3 + [2 x 42 — (6 — 2)?] |

Pasos Explicacién

30 — |12 + 3 + [2 x 16 — 42]| Resolvemos el paréntesis: (6 — 2) = 4 luego 42 = 16.
=30 — |12 + 3 + [32 — 16]| Potencia: 42 = 16, luego 2 X 16 = 32.

=30 — |12 + 3 + 16| Resolvemos el corchete: 32 — 16 = 16.

=30 — |4 + 16| Divisién dentro del valor absoluto: 12 + 3 = 4.

= 30 — |20| Suma dentro del valor absoluto: 4 + 16 = 20.

=30 — 20 El valor absoluto de 20 es 20.

=10 Restamos: 30 — 20 = 10.

1.3.5. Propiedades de los exponentes

Concepto de potencia

Una potencia es la representacién abreviada de la multiplicaciéon de un nimero a € Z por si
mismo n-veces, con n € N o n = 0. Su notacién matemaética esta dada por:
n

a*=g-a-a-..-q
Vv
n—

/

veces

Donde a se denomina base y m exponente.

Ejemplo de potencias
La potencia 25 representa el ntiimero entero 2 multiplicado por si mismo 5 veces:
20=2.2.2.2.2=32

En este caso, la base es 2 y el exponente es 5.
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( )
Casos especiales:
e Cuando la base es cero y el exponente es cualquier nimero entero positivo, el resultado
de la potencia es siempre cero.

0°"=0-0-0-0-0-0-0=0

e Cuando la base es un nimero entero diferente de cero (a € Z 'y a # 0) y el exponente es
cero n = 0, el resultado de la potencia es siempre 1.
1.99=1
2. 125° =1

Potencia entera positiva

Observemos que en la definicién de potencia, la base es un niimero entero y el exponente un nimero
entero positivo. Al trabajar con bases negativas, es indispensable colocar la base entre paréntesis ()
y aplicar las leyes de los signos correspondientes.

Si la base no se encuentra entre paréntesis, el exponente afectard inicamente al nimero que le precede
inmediatamente, conservando el signo fuera de la potencia.

Ejemplos con bases positivas y negativas

1. La potencia 92, con base 9 y exponente 2:
92=9.9 =81
2. La potencia 3%, con base 3 y exponente 4:
3*=3.3-3.3=81
3. La potencia (—5)3, con base —5 y exponente 3:
(=5)* = (=5)(=5)(—5) = —125

4. En la expresién —53, el signo negativo permanece fuera de la potencia. Por lo tanto, se
calcula la potencia 53 (con base 5 y exponente 3) y se conserva el signo negativo:

—5*=—-5.5-5=—125
5. La potencia (—2)® con base —2 y exponente 6.
(—2)° = (=2)(=2)(—2)(—2)(-2)(-2) = 64

6. En la expresion —28, el signo negativo permanece fuera de la potencia. Por lo tanto, se
calcula la potencia 2° (con base 2 y exponente 6) y se conserva el signo negativo:

—26—_-2.2.2.2.2.2=—-64

25



1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplos con simbolos de agrupacion

1. En la expresién —(—2%), evaluamos primero la potencia ubicada dentro del paréntesis.
Dado que el exponente afecta inicamente al nimero 2 obtenemos:

—24=-2.2.2.2=-16
A continuacion, multiplicamos por el signo negativo que se encuentra fuera del paréntesis:
—(—2%) = —(—16) =16
2. En la expresién —(—3)%, primero evaluamos la potencia (—3)° .
(=3)% = (=3)(=3)(=3)(=3)(=3)(-3) = 729
A continuacion, multiplicamos por el signo negativo que se encuentra fuera de la potencia:

—(—3)° = —-1729

1.4. Operaciones con Numeros Racionales

1.4.1. Fracciones equivalentes

Definicién

Dos fracciones son equivalentes cuando representan la misma cantidad, aunque tengan dife-
rentes numeradores y denominadores. Para obtener una fraccion equivalente, se multiplica o se
divide el numerador y el denominador por el mismo nimero distinto de cero:

a-k

a—=-k
= —— o0

a a
b b-k b b+k

2 6
3 = g = 9 (multiplicando por 2 y 3 respectivamente).

Ejemplo 1: Fracciones equivalentes

Problema: Encuentra el nimero faltante para que las fracciones sean equivalentes:
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( )
Pasos Explicaciéon
3 ?
- = — El denominador pasé de 7 a 28.
7 28
28 +-7=4 El denominador se multiplicé por 4.
3 x4=12 El numerador también debe multiplicarse por 4.
3 12 . ) 12
- = — La fraccion equivalente es —.
7 28 28
1.4.2. Simplificaciéon de una fraccion

Definicion

Simplificar una fracciéon significa encontrar una fraccién equivalente con el numerador y de-
nominador lo mas pequenos posible. Para ello, se divide ambos por su maximo comun
divisor (MCD). Un proceso equivalente es descomponer en factores primos y cancelar los
factores idénticos en numerador y denominador.

Simplificacién de fracciones

54
Problema: Simplifica = hasta su forma irreducible.

Pasos Explicacién

54

= Buscamos el MCD de 54 y 72.

54 =2.33% 72=23%.3?2 Factorizacion prima.

MCD(54,72) = 2-3% = 18 Factores comunes con menor exponente.

54 +18 3 - :

— = — Dividimos numerador y denominador por 18.
72 +18 4

54 3 o :

=7 Fraccién irreducible (MCD(3,4) = 1).
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Simplificacién de fracciones (método de factores primos)

54
Problema: Simplifica = hasta su forma irreducible.

% Expresamos numerador y denominador como producto de
72 factores primos.

2-3-3-3 o :
= Factorizacién prima: 54 = 2 - 33; 72 = 23 . 32,

2.2.2-3-3

_ 2-3-3-3 Eliminamos los factores comunes (un 2 y dos 3’s) en el
2.2.2.3.3 numerador y denominador.
_ _ § Multiplicamos los factores restantes. La fraccion es irredu-
T 9.9 4 cible (MCD(3,4) = 1).

1.4.3. Suma y Resta en los niimeros racionales )

La suma o resta de dos o mas ntimeros racionales, escritos como fracciones, se divide en dos ca-

sos: fracciones homogéneas (igual denominador) y fracciones heterogéneas (denominador
distinto).

Fracciones homogéneas
Fracciones homogéneas

Para sumar y/o restar dos o méas fracciones con el mismo denominador, solo se operan los

numeradores y se toma como denominador de la fraccion resultante al denominador comun
de todas ellas.

Ejemplos de sumas y restas de fracciones homogéneas

5 11 5+ 11 16 4 7 4 —7 3
o — |+ — — = pa— O == = = e = —=—
3 3 3 3 5 5 5 5
3 3 36 3+ 36 39 5 7 9 54+7—-9 3
e — +9=-—+4+ — = = — e — +— — — = = —
4 4 4 4 4 2 2 2 2 2

21 17 21—-17

4
7 7 7 7
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Fracciones heterogéneas

Fracciones heterogéneas.

Para sumar o restar dos o més fracciones con denominador diferente, se deben reescribir las
fracciones a fracciones equivalentes con un comin denominador. Posteriormente, se suman o
restan las fracciones equivalentes. Finalmente, de ser posible, simplificar el resultado.

Nota. El comin denominador es el minimo comin miltiplo (mcm) de los denominadores de
las fracciones que se quieren operar.

Ejemplos

2 5 2-2+5-3 4+15 19
o — _—= — _— = — —_— = ——
3 2 -2 2. 6 6 6
5 7 5:3 T7-2 15 14 1
e - - - = — - — = — — — = —
4 6 -3 6-2 12 12 12
3+8 10 3-21+8-14 10 - 2 63+112 20 63 4+ 112 — 20 155
o — _— = = = = = — = —
2 3 21 2.21 3-14 21-2 42 42 42 42 42
4 . 13 4-3+2-15 13-5 12+3O 80 12 + 30 — 80 38
o — — —— = — = — —_— e — = = ——
5 3 5:-3 1-15 3:-5 15 15 15 15 15

15 29 < 3) 15-4 29-1 < 3-2) 60 29 6 60 — 29 4 6 37
® —— —— | —— = = — = =

4 2.4 8.1 \ 4.2 8 8 '8 8 8

1.4.4. Multiplicacién en los ntimeros racionales QQ

Definicion

a Cc e

— € Q, entonces:

5i 2 ¢
v df

Esto es, el producto de dos o més numeros racionales es un nuevo numero racional cuyo
numerador es el producto de los numeradores y cuyo denominador es el producto de los
denominadores, respectivamente.

Nota: Para efectuar las operaciones de multiplicacién y divisién con nuimeros racionales, se
sugiere simplificar los factores si es posible y a continuacion indicar las operaciones a partir de
la definicién, factorizar y simplificar.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplos

Efectta la operacién que se indica y simplifica:
a)
3 5 3.5 15
8 4 8-4 32
b)
3 83 3.8:3 3.2%.3
2 4.-9.2 22.32.2
c)
75 9\ 5
27 20 4
d)
21 ( 65)_ 21-65  (7-3)-(13-5) 3
26 35) 26-35  (13.2)-(7-5) 2
e)
6 14 15 6-14-15 (2:3)-(2-7)-(3-5) 1
35 9 8 35-9.8 (5-7)-32.28 2
£)
7 [ 32 9 7 4 3  7-4-3 1
16 \ —24 21) 16 3 7  16-3-7 4
g)
8/ 3 15\ 8 3 3 23-3-3_1
9\ 4 10/ 9 4 2  32.22.2

1.4.5. Division de Numeros Racionales

Términos de la divisién de fracciones

En una divisién entre dos fracciones. Llamamos fraccion dividendo a la primera fraccion de
izquierda a derecha, y fraccion divisor a la segunda fraccién.

3
Por ejemplo, en la divisién 5 <+ 7 la fraccion = es la fraccién dividendo y la fraccién A es la

fraccion divisor.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Reciproco o Inverso Multiplicativo

El reciproco de un nimero (o inverso multiplicativo) es aquel nimero que, al ser multiplicado
por el nimero inicial, da como producto 1.

Por ejemplo, el reciproco de 3 es 3 ya que 3 X o =1.

Método del reciproco multiplicativo

Para realizar la division de dos fracciones mediante este método, se sigue el siguiente algoritmo:
1. Expresar la divisién como multiplicacion, sustituyendo por su reciproco a la fraccién divisor.
2. Realizar la multiplicacion de fracciones (directa).

3. Simplificar el resultado.

Método del reciproco multiplicativo

2 4

Ejemplo 1: Divisién de fracciones 3 -~ =

)
N

Realizar la siguiente division: — + —

w
[9)

Paso Desarrollo

1. Expresar como multiplicacion

(SR
2 |
o

Wl N

= | Ot

2. Realizar la multiplicacién

=Wl Wl N

3. Simplificar el resultado =
12 6

Nota: Si las fracciones iniciales pueden simplificarse, simplificalas antes de operar; ayuda mucho
en las cuentas.

24 46
Ejemplo 2: Division con simplificacion previa — + —
36 54
. - .., 24 46
Realizar la siguiente division: — =+ ™

Antes de hacer la division simplificamos ambas fracciones:
24 46 2 23

36 " 54 3 27
23

2
Ahora realizamos la division simplificada: = = o7
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

( N
Paso Desarrollo
e 23 2 27
1. Expresar como multiplicacion -+ — — — . —
3 27 3 23
. e 2 27 54
2. Realizar la multiplicacion — 0 — = —
3 23 69
. . 54 18
3. Simplificar el resultado - =
69 23

Ejemplo 3: Division de mas de dos fracciones

Division de mas de dos fracciones: Para realizar la division de mas de dos fracciones, el
procedimiento es exactamente el mismo (se invierten todos los divisores sucesivos).

Paso Desarrollo

1. Invertir divisores 0 0 o— e+ — .+ — . —

2 2 3 4
2. Multiplicar numeradores y de- 1-3-4-5 60
nominadores 2.2.3.4 48
o 60 5
3. Simplificar el resultado — = —
48 4

Método del sandwich

Método del sandwich.

Para realizar la divisién de dos fracciones mediante el método del Sandwich se sigue el siguiente
algoritmo:
1. Escribir la division como una nueva fraccién compuesta cuyo numerador sera la fraccion
dividendo, y cuyo denominador serd la fraccion divisor.
2. Multiplicar los niimeros que se encuentran en los extremos de la expresion; este producto
serd el numerador de la fraccién resultante.
3. Multiplicar los nimeros que se encuentran en el centro (los medios); este producto serd el
denominador de la fraccion resultante.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo: Método del Sandwich

8
Realizar la siguiente division mediante el método del Sandwich: A =+ =
Paso Expresion matematica
3
1. Escribir la divisién como una fracciéon compuesta (numerador = %
dividendo, denominador = divisor). 10
- 3-10 30
2.y 3. Multiplicar extremos (3 - 10) para el numerador, y — = —
medios (4 - 8) para el denominador. Lok e
o 30 15
4. Simplificar el resultado final. — = —
32 16

1.4.6. Potencias enteras

Aplica las Leyes de los Exponentes para calcular los siguientes ejercicios.

Ejemplo 1
()
100

Operaciones Explicaciones
99 \© Todo numero racional, diferente de cero, elevado al
<ﬁ) =1 exponente cero es la unidad.

Ejemplo 2
23\°
24

Operaciones Explicaciones
23\ ° Todo numero racional, diferente de cero, elevado al
<_£ ) =1 exponente cero es la unidad.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 3
(o)
10
Operaciones Explicaciones
11 -t _ 10 El inverso del niimero § es (%)_1 =2
10 11
Ejemplo 4
=
35
Operaciones Explicaciones
36\ " 35 El inverso del nimero £ es (%)_1 =2
- — - a
35 36
Ejemplo 5
(23)!
Operaciones Explicaciones
(23)~1 = l El inverso de un numero entero es una fraccion.
23

(=15)71
Operaciones Explicaciones
(—15)~! = _1_15 El inverso de un numero entero es una fraccion.




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 7
1\ -1
()
Operaciones Explicaciones
1\t El inverso de una fraccién, cuyo numerador es la uni-
43 =43 dad, es un nimero entero.
Ejemplo 8
1\ —1
(=3)
Operaciones Explicaciones

()=

El inverso de una fraccién, cuyo numerador es la uni-
dad, es un nuimero entero.

Base racional mayor que cero

Ejemplo 9. (exponente par)

5)

Operaciones

Explicaciones

<2)4_24_16
3/ 34+ 81

La potencia de un cociente es el cociente de las po-
tencias.

5)

Ejemplo 10. (exponente impar)

Operaciones

Explicaciones

(2)3_23_ 8
3/ 33 27

La potencia de un cociente es el cociente de las po-
tencias.




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Base racional menor que cero

Ejemplo 11. (exponente par)

(5)

Operaciones

Explicaciones

34

<_g)4 _ (—2)* 16
3

T 81

La potencia de un cociente es el cociente de las po-

tencias.

También es valido: (—

2)4 _ 2 _ 16
3 34 T 81

Ejemplo 12.(exponente impar)

(5)

Operaciones

Explicaciones

2\ ? (—2)3 8 La potencia de un cociente es el cociente de las po-
T3) T 38 T o7 tencias.
., ’1. . 2 3 _ 23 _ 8
También es vélido: (—3)" = -5 = — 2%

Potencia de una potencia

Ejemplo 13
1\2]*
()]
Operaciones Explicaciones
1\ 2]° 1\ @3 1\ 6 (@™)® = a™n
@] -G -G
16 1 a\" a"
T 26 64 b)  bn




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 14
1\2]°
(3)]
Operaciones Explicaciones

(am)n — am-n

Exponente entero negativo

Ejemplo 15

)

Operaciones

Explicaciones

) - -&

) =@

y

Realiza los siguientes ejercicios aplicando las Leyes de los Exponentes. Deja indicados los resultados

con exponentes positivos.

Ejemplo 16

5)-6)

Operaciones

Explicaciones

5)-6) -6 -(

128

© 2187

m n m+n

a " -a = a




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 17
3\* /3\*
3)-G)
Operaciones Explicaciones
<3)3 (3)—4 (3)3—4 <3)—1 4 a™ - a® = am—l—’n
4 4) — \4 - \4) 3
Ejemplo 18

B
&)
8

Ejemplo 19

Explicaciones

:am—n
1\8°° 1\3 1 an™
—\2 - \2/) 8

)

Operaciones

Explicaciones

(&)
i —aqgm "
1 —8-—5 1 —13 am
LS — (_) — ( ) = 1013
< 1 ) 10 10
10




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 20
33 2]°
&)
Operaciones Explicaciones

&7 -

3)2'5 (3
5 \5

310

)"

510

(am)n — am-n

Ejemplo 21
2]
)|
Operaciones Explicaciones

4

()] -

(5

)‘8:

(

68
)

(am)n — am‘n

Ejemplo 22

—4

Explicaciones

(am)n — am-n

6)-()

Ejemplo 23

Operaciones

Explicaciones

5)-6)

(25
3 7

;

(&)

1000
9261

a”-b" = (a-b)"




1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 24

©-G)

Operaciones

Explicaciones

()G

-

)6

Simplificacion de fracciones

a™-b"™ = (a-b)" y simplificacién
de fracciones

_(3 8)5_<2)5_32
~\4 9/ \3) 243

1.4.7.

Jerarquia de operaciones

Las operaciones se resuelven siguiendo estrictamente el siguiente orden:
1. Simbolos de agrupacién
2. Potencias y raices
3. Multiplicaciones y divisiones (de izquierda a derecha)
4

. Sumas y restas (de izquierda a derecha)

Ejemplos sin simbolos de agrupacién

Determina el resultado de las siguientes operaciones.

Ejemplo 1

3 " 2 5
4 5 8
Operaciones Explicaciones
§ g § Se efectia la multiplicacién de racionales.
4 5 8
3 2. _
= -4 — Se cancelan factores del numerador y denominador;
vk y se simplifica el niimero.
3 n 1
4 4
1 Se suman las fracciones homogéneas.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 2

7T 4 2
3 9°3
Operaciones Explicaciones
T 4 2
3 9°3
7 4 - . . . ,
=—— —— Se utiliza el inverso de la fraccion que esta después
3 9 del simbolo de divisién para cambiar la operacién a
una multiplicacion.
7 2.-2-3 , T :
= — = Se efectiia la multiplicacion de racionales y se expresa
3 3-3-2 cada factor en su descomposicion en ntmeros primos
7T 2
= - — = Se cancelan factores del numerador y denominador
. en la segunda fraccién
5
= = Se restan las fracciones homogéneas.

(2>2+5 3
3 6 10

Ejemplo 3

Operaciones Explicaciones
2\ ? N 5 3
3 6 10
4 5 3
= -4 - — Se resuelve la potencia.
9 6 10
4 5
= — ¢ Se efectia la multiplicacion de racionales y se expresa
9 2-3-2-5 cada factor en su descomposicion en ntmeros primos
4 1
= % + A Se simplifica la segunda fraccién.
16 9
= — + — Se calculan las fracciones equivalentes, con denomi-
S nador comun igual al m.c.m.(9,4) = 36
25
= o Se suman las fracciones homogéneas.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 4

Explicaciones

2 5 5 10
3 6 7
=2 5% 10
15 12 7
=10 1010
15 —-12+ 7 10
- 10 0 !

Primero se resuelve la multiplicaciéon y la division.

Se efectia la multiplicacién de racionales y se ex-
presa cada factor en su descomposicién en numeros
primos. La divisién se intercambia por un producto
de fracciones.

Simplifica la primera fraccién y efectia la multipli-
caciéon de fracciones que ain queda, descomponiendo
en factores primos cada factor.

Se simplifica la segunda fraccion.
Se calcula la resta de fracciones homogéneas.

Se calculan las fracciones equivalentes, con denomi-
nador comun igual al m.c.m.(2,5,10) = 10.

Se suman las fracciones homogéneas y se simplifica
la solucién.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 5

5.2 4 3\?
4 "3 15 2

Operaciones Explicaciones
5,2 4 (3 2
43 15 2
5 2 4 9 . 5
=—--+=--—+= Se efectia la potencia de la fraccion.
4 3 15 4
5 3 4 9 : > L -
= ——— 4 = Se cambia la operacion de division por una multipli-
4 2 15 4

cacién escribiendo el inverso de 5

= == Se efectia la multiplicacion de racionales y se expresa

2-2-2-3-5 4 cada factor en su descomposicién en niimeros primos.
1 9
= 5 Se simplifica la primera fraccion.
2 9 : : .
= -4 - Se calculan las fracciones equivalentes, utilizando co-
S mo denominador comun el m.c.m.(2,4) = 4
1

= — Se suman las fracciones homogéneas.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplos con simbolos de agrupacion

Determina el resultado de las siguientes operaciones.

Ejemplo 6

MRS

Operaciones Explicaciones
1 n 3 1 1
2 4 5 2
1 3 (2 5 . > . .
=——4+|-|——=— Se efectia la operacion del simbolo de agrupacion
2 4 10 10

que esté mas interno, en este caso es el paréntesis.
Para ello se escriben las fracciones equivalentes con
comun denominador m.c.m.(5,2) = 10.

3 3
==+ == (——)} Se realiza la resta, como la fraccién resulté negativa
4 1o se mantienen los paréntesis para realizar la multipli-
cacion dentro de los corchetes.
1 [ 3-3 o )
= =0 = Se multiplican las fracciones dentro de los corchetes y
2 Hedaiog se escriben en su descomposicion en nimeros primos.
1 9
= - — — Se simplifica la segunda fraccion.
2 40
20 9 . . -
= — — — Se calculan las fracciones equivalentes, utilizando co-
a4 mo denominador comin el m.c.m.(2,40) = 40
11
= Se suman las fracciones homogéneas.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 7

{5+ - G*9)l)

Operaciones Explicaciones

5 1 n 1 1 n 1
3 2 4 6
1 1 3 . i . »
=2—<q¢—4+|-=|—=+4+ Se efectia la operacion del simbolo de agrupacion
3 2 12~ 12 mas interno, en este caso es el paréntesis. Para ello

se escriben las fracciones equivalentes con comun de-
nominador m.c.m.(4,6) = 12

1 1 5
=2 — {— + |- — —} } Se realiza la suma dentro del paréntesis y se multi-
3 2 12 plica el resultado por el signo negativo que esta fuera
del paréntesis.
1 [ 6 5 .. . .
=2 —<{ -4+ [— - — La siguiente operacion sera la resta dentro de los cor-
3 12 12 . . .
chetes, se cambian las fracciones por sus equivalentes
con denominador m.c.m.(2,12) = 12
1 1
=2—<¢—-—4+ — Se restan las fracciones homogéneas y se multiplica
3 12 . )
el resultado por el signo que esta antes del corchete.
4 1
=2 — {— + —} Se convierten a fracciones equivalentes dentro del
Lz paréntesis, usando m.c.m.(3,12) = 12
5
=2 - — Se suman las fracciones homogéneas y se multiplica
12 .
por el signo delante de las llaves.
24 5
= — — — Se convierten a fracciones equivalentes, usando
o, m.c.m.(1,12) = 12.
19
=5 Se restan las fracciones homogéneas.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 8

(G-2)-

Operaciones

Explicaciones

_1 2
_ _.2]
2
_'1-22
|21
= [1]?
=1

Se efectiia la operacion del simbolo de agrupacién mas interno,
en este caso es el paréntesis. Para ello se escriben las fracciones
equivalentes con comin denominador m.c.m.(3,6) = 6.

Se realiza la suma dentro del paréntesis y se simplifica.

Multiplicamos las fracciones dentro de los corchetes.

Simplificamos la fraccion dentro del corchete.
Se eleva al cuadrado el nimero dentro de los corchetes.

G2

3

4

3

Ejemplo 9

(3
2

Explicaciones

1

[\

Operaciones
71\ . (1
<§‘z)*(5+
— 7 2 .
-3+
5 (1 1
=§T(a+z>
5 (2 1
:gf(ﬂz)
5 _ 3
=571

5 4
=33

5%

" 6

3

4

3
)

N

Se pueden calcular los dos paréntesis a la vez. El primer
paréntesis haciendo comin denominador m.c.m.(8,4) =
8 y en el segundo paréntesis la multiplicacion es primero.

Se realiza la resta dentro del primer paréntesis y se sim-
plifica dentro del segundo paréntesis.

En el paréntesis
m.c.m.(2,4) =4

el comun denominador es

Simplificamos la fraccion dentro del paréntesis.

Cambiamos la segunda fraccién por su inverso para hacer
una multiplicacion.

Simplificando.
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1.4. OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

Ejemplo 10

3B

Operaciones Explicaciones
1 2 4 1 1
5 3 3 2 6
1 [2 /2-2-1 1 , y )
=—4 |- — = — Se empieza con la operacion del simbolo de agru-
5 3 32 6

pacién mas interno, el paréntesis. Para ello, multi-
plicamos las fracciones expresando cada nimero en
factores primos.

1 2 2 1
=—4|-—=| += Simplificamos la fraccién dentro del paréntesis y mul-
5 3 3 6 . . L.
tiplicamos por el signo delante del paréntesis.
1 6
= —+40-.- Restamos las fracciones homogéneas y cambiamos la
o 1 operacion de division por la multiplicacion del inver-
so de —.
1 o :
= = +0 Multiplicamos la segunda y tercera fracciones.
1 e :
= = Por ltimo, sumamos las fracciones.

47



	Números Reales
	Conjuntos Numéricos
	Introducción
	Números naturales
	Números Enteros
	Números Racionales
	Números Irracionales
	Números reales

	Números Naturales
	Divisibilidad
	Números primos
	Números compuestos
	Método de Euclides (Divisiones Sucesivas)
	Mínimo Común Múltiplo
	Máximo Común Divisor

	Números Enteros
	Suma de números enteros
	Resta de números enteros
	Multiplicación de números enteros
	Jerarquía de operaciones
	Propiedades de los exponentes

	Operaciones con Números Racionales
	Fracciones equivalentes
	Simplificación de una fracción
	Suma y Resta en los números racionales Q
	Multiplicación en los números racionales Q
	División de Números Racionales
	Potencias enteras
	Jerarquía de operaciones



